Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



ABR0346 

UL FMT B RT a BL m T/C DT 07/18/88 R/DT 07/18/88 CC STATmmE/Ll 
035/1: : | a (RLIN)MIUG86-B49059 
035/2: : j a (CaOTULAS)160121673 
040: : | a MnU | c MnU | d MiU 
100:1 : I a Schröter, Heinrich Eduard, 1 d 1829-1892. 

245:00: [ a Grundzüge einer rein-geometrischen theorie der raumkurve vierter 
Ordnung erster species, | c von Dr. Heinrich Scliroeter, 
260: : | a Leipzig, | b B. G. Teubner, |cl890. 
300/1: : (a v, [1], 100, [1] p. |c23cm. 
504/1: : | a Bibhography: p. [iii]-iv. 
650/1: 0: | a Curves, Algebraic 
998: : IcRSH |s9124 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began: _ 
Camera Operator: _ 



y Google 



dGuc^A^i y^ciif^ 



GE.UNDZXTGE 



EINER EEIS-GEOMETIUSCIIE» 



THEORIE DEK RArMKFlWE 



YIEETEE OSDNüNß ERSTEH Sl'EClES 



db. H pmnion scHBOETgg, 



LElPZie, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBKER. 

1890. 



y Google 






GRUND ZUGE 



EISER UEIH-BEOIEIRISCHES 



THEOEIE DER ßAUMKÜBVE 



VIEETF.R ORDNUNG ERSTER SPECIES 



De. heineich schkoetek, 



LElPZlß, 

niUlCK UND VERLAß VON 13. G. TEUIJNER. 

1890. 



y Google 



y Google 



Vorrede. 

Die Raumkurve vierter Ordnung erster Spocies, der 
vollständige Schnitt zweier Oberflächen zweiter Ordnung, ist 
teils in größeren geometriachen Werken* gelegentlieh be- 
rührt, teils in zahlreichen besonderen Abhandlungen** sowohl 

* J. V. Poneelet, traite doe projiriötiis projectives des flgures, 
Paris, 1823. 

0, Hesse VorlPstingen über acilytiiiclie Geometrie dp« RauraPs, 
IL Aufl. Leipzig ISei 

P. Serrat G^ometue de dneot on Faun ISeo 

K,. Staim '^ynthetiicbe Unteisichungen iber Fliehen drttPi 
Ordnung, Leipzig 1867 

G. Salmon AnalytiBehe Geometrie des Piimes ieutech te 
arbeitet von W Fiedlei II Aufl LeiiB,glS7-l 

L. Cremona (jrundznge einer allgememen Tbeocie d.ei Obei 
fläcben in ayuthetiscbei Bebandlung ms Deutsche dbeitngeu von 
M. Curtze, Berlin 1870 

Tb. Eeyt Dw Geometue dei Lage II Aufl Hannover 1877 

W. Fiedlet Die darstellende Geometiie m organiscbei Verbin 
düng mit dei Geometrie der Lage 11 Aufl Leipzig 1875 

H. Sohroetei Ihi,on de Oberflicben zweiter Oidnung und 
der Ranmkuiven diifctPi Ordnung als Lrae igmsse projektiviseher Ge 
bilde, Leipzig 18sO 

** Tb. Rej e, fcopra le curve gobbe di quait oiline e piima specie 
e i loro punti d'interseiione con superficie di secondo grado (Ann. di 
matem. Ser. 11, t. II p. 122 ed 129). 

A, Harnack, Über die Darstellung der Eaumkurve vierter Ord- 
nung erster Species und ihres Sekanten Systems durcb doppelt periodi- 
sche Punktionen (Math. Aimalen Bd. 12, S. 47). 

E. Lange, Die 16 Wendeberübrungspnnkte der Kaumkar ve vierter 
Ordnung erster Species (Iuaug,-Diss., Dresden 1882) auch (Scblö- 
milcb'a Zeitschrift Jahrg. 28 S. 1 u. 65). 

A. Toaa, Die Liaiengeometrie in ihrer Anwendung anf die 
Flächen zweiten Grades (Math. Änualen Bd. 10, S. 143), 

W. Killing, Der Flächenbnsohel zweiter Ordnung (Diss.Berliniaia). 
L. Gegenbauer, Über Eaumknvven vierter Ordnung erster 
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auf syntlietisciiem , als auch analytischem Wege eingehender 
untersucht worden, die iu verschiedenen matliemati scheu Zeit- 
schriften zerstreut sind. 

Inshesondere sind die schönen Eigenschaften der Cf^, 
welche eine große Analogie mit den Eigenschaften der ehenea 
Kurve dritter Ordnung S'^! darbieten, auf einem der rein- 
georaetrisehen Forschung durchaus fremdartigen Wege hervor- 
getreten, nämlich aus der Darstellung der Koordinaten eines 
Punktes der Kurve durch einen Parameter vermittelst doppelt- 
periodischer Funktionen und aus einer Anwendung des Äbel- 
schen Theorems, auf welche Clebsch zuerst aufmerksam 
gemacht hai* 

Es erschien wünschenswert, diese interessanten und 
äußerst einfachen Beziehungen rein- geometrischen Charakters 
auf dem naturgemäßen, rein-geometrischen Wege abzuleiten, 
wie schon vor langer Zeit Chasles die Analogie zwischen 
der RaumkuEve dritter Ordnung C^' und dem ebenen Kegel- 
schnitte S'^^ aufgedeckt hat. 

Eine solche nur aus den Elementen der räumlichen 
G-eometrie entspringende Ableitung und eine üb ersichtliche 
Species (Sitz.-Ber. d. Wiener Aoad. d. W. 93, S. 790—797). 

A. Ameaeder, Über Konfignrationea auf der Raumkurve vierter 
Ordnung erster Species (Siti.-Ber. d. Wiener Acad. d. Wiesenschiiften 
Ed. 87, S. 1179). 

F. Scbnr, Ober eine besondere Klasse von Flächen viertel- Ord- 
nung (Math. Annalen Bd. 20, S. 254). 

Y. Eberhard, Die Kauiokurven vierter Ordnung erstet und zweiter 
Species in ihrem Zusammenhang mit den Steineischen Schließungs- 
Problemen bei den ebenen Kurven dritter Ordnung {Schlömilohs Zeit- 
schrift f. Math. D. Phys. Bd. S2, 8. 65). 

A. Milinoweki, Zur Theorie der Raumkurven vierter Ordnung 
erster Art (Erocecker's Jom-nal Ed. 97, S. 277). 

ö. Westphal, Über das simultane System zweier l'ovmen 
zweiten Grades etc. (Math. Annalen Bd. 13, S. 16). 

H. Schroeter, Über eine Eaumkurve vierter Ordnung und ci'stra' 
Species (Kroneokera Journal Bd. 93, S. 132) 

* A. Clebsch, Über die Anwendung der Ahel'achen PuuktioneQ 
in der Geometrie (Borckardts Jonrnal für r. u. a. Math. Bd. 63, S. 199), 
sowie die vorangehende Abhandlung desselben Bandes S, 94. 
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Zuaammenatellung (ki n esöiitliLlibkii Ei^LUSckarieu der Cp, 
an welcher es bisher teWte, hat der Veilasser iu der vor- 
liegenden kleinen Schuft zu ^eben veibutht, die sich an seine 
früheren Bearbeitungen der , KegeUt-hnitte", „der Ober- 
flächen zweiter Ordnung und Raumkurven dritter 
Ordnung", „der ebenen Kurven dritter Ordnung" 
folgerecht anschließt und auf dieselben stützt. 

Er ist sich dabei wohl bewußt, viele Fragen, insbeson- 
dere hinsichtlich der Realität der auftretenden geometrischen 
Elemente, der Unterscheidung der verschiedenen geometrischen 
Gestalten, welche die Cj.*' annehmen kann u. a. ni. unerÖrtert 
gelassen zu haben, allein diese Gruudaüge einer rein- 
geometrischen Theorie der ßaumkurve vierter Ord- 
nung erster Species sollen vorerst nur die Umrisse liefern, 
deren weitere Ausgestaltung einer späteren Forschung vorbe- 
halten bleibt und zu derselben anregen möge. 

Für die bei der Korrektur des Druckes geleistete Hülfe 
spricht der Verfasser seinen Freunden, Herrn Dr. E. Toeplitz 
und Herrn Prof Dr. H, Yogt den verbindlichsten Dank ans. 

Breslau, im Oktober 1889. 

H, Sclirocter. 
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Die Raumkurve vierter Ordnung erster Speeres. 

§ 1. Die Cfi alß Grundkurva eines Büschels -von F^-^l 
Eine Raumkur¥e vierter Ordaung erster Specäes Cf^ ist 
der Tollständige Scimitt zweier Oberflächen zweiter Ordnung 
Ff^ und i^^^l; jede Ebene begegnet derselben im altgemeinen 
in vier Punkten, den Durch scbnittsp unkten der beiden Kegel- 
schnitte, in welchen die Ebene die Flächen F'^^ und F'^^^ durch- 
schneidet. Aus der Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung 
ist bekannt, daß sich drei heliebige FfF^^^Ff^ im all- 
gemeinen in acht Punkten achneiden, und daß solche acht 
Punkte eine Gruppe von acht associierten Punkten bilden, 
indem jede F^^\ welche durch sieben dieser Punkte geht, 
auch durch den achten hindurchgehen muß. Die Gesamtheit 
solcher durch dieselben acht associierten Punkte gehenden -f*^* 
ist von doppelt- unendlicher Mannigfaltigkeit (<xi*) und heifst 
ein Flächenbündel [F'^'], Eine beliebige Fp kann daher mit 
der Raumkurve Cf> im allgemeinen nicht mehr als acht 
Punkte gemein haben. 

Durch die ganze Raumkurve C^' gehen aber außer den 
beiden Ff^ und Ff\ als deren Durchschnitt sie auftritt, noch 
unendlich viele andere jF<^', deren Gesamtheit eine einfach- 
unendliche Mannigfaltigkeit (oo') bildet und ein Flächen- 
büschel mit der Grundkurve Cf* genannt wird. 

Eine beliebige JF'<^> des Büschels läßt sich in folgender 
Weise herstellen: Ist die Raumkurve Cf als der Schnitt der 
beiden Flächen Ff^ und jF(^' gegeben, und nehmen wir einen 
beliebigen Punkt ^ (außerhalb derselben) im Räume au, so 
schneidet jede durch Sß gelegte Ebene die Cf^ im allgemeinen 
in vier Punkten oBcb, und durch die fünf Punkte afect)^ ist 
ein Kegelschnitt S*^* bestimmt. Für sämtliche durch ?ß ge- 
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2 nie Raumltui-ve riertei- Otdnimg erster Bpecies, 

legte Eben n ( Hs ganze Ebeneiibündel) ist . der Ort aller 
dieser Kegelschnitte fi ^ eine nnd dieselbe Fläcbe i^'^', welche 
durch 5ß und die ganze RaumkurTe Cf) hindurchgeht. Denn 
ziehen wir zunich&t dun,h 5ß einen beliebigen Strahl g und 
legen durch r/ em Ebenenbuschel, so laufen alle Kegelschnitte 
^**, die in diesen Ebenen enthalten sind, durch einen und 
denselben zweittn Punkt D dei I-Jeraden g. Da nämlich eine 
durch g gelegte Ebene dei C^* in vier Punkten abcb be- 
gegnet, HO schneidet ^it die Flachen F'^^ und i^<^' in zwei 
Kegelschnitten welche die gemeinschaftlichen Punkte aftcb 
haben. Begegnet ilso die Flache F^^^ der Geradeii g in p^ 
und C)i, die Flache F aber dei selben Geraden in p^ und q^, 
so gehen die beiden Kegelschnitte 

ff'> durch aficbp^qi 

f^P durch abcb^i^qg. 

Der durch ?ß gelegte Kegelschnitt S'^' muß daher die Gerade g 
noch in einem zweiten Punkte O schneiden, so daß die drei 
Punktepaare );>^ und q^, p^ und q^, ^ und D einer Involution 
angehören, weil die drei Kegelschnitte /|^' /'g^' S(^l einem Büschel 
angehören. Diese Punktinvohition auf g ist aber durch die 
beiden bei der Drehung der Ebene um g unverändert bleibenden 
Punktepaare p^ und qj, p^ und q^ schon vollständig bestimmt 
und liefert zu 5p nur einen einzigen bestimmten konjugierten 
Punkt £l; folghch müssen alle Kegelschnitte ^1^1, die in den 
durch g gelegten Ebenen durch den Punkt ^ und ihre 
Schnittpunkte mit der C<*> bestimmt werden, durch einen 
und denselben zweiten Punkt D der Gei'aden g gehen. 

Ziehen wir durch ^ einen zweiten Strahl g', so gilt für 
ihn dasselbe wie für g, d. h. alle Ebenen durch g' schneiden Cf> 
inPunktquadrupelnabcb, so daß die Kegelschnitte S*^'((ibcb^) 
außer durch ^ noch durch einen und denselben Punkt Q' der 
Geraden g' gehen. Den beiden Ebenenbüscheln durch g und </' 
gehört nun die Ebene [gg'~\ gern eins chafthch an; diese Ebene 
igg'] schneidet daher die Raumkurve Cl-*1 in vier Punkten 
oBcb so, daß der Kegelschnitt ^^'(^Paficb) sowohl durch O 
als auch durch Ö' geht, und dasselbe gilt für alle solche 
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I 1. Die Gf als Gi'aiidkui-Te eines Döschels von F'-'^'K 3 

durch % gezogenen Strahlen, die in der Ebene \_gg'\ liegen, 
d. h. legt man durch ^ eine beliebige Ebene s, welchß der 
C-p in den vier Punkten aicb begegnet, zieht in b alle 
durch ^ gehenden Strahlen g und bestimmt auf jedem g den 
oben konstruierten Punkt D, so liegen sämtliche D auf einem 
und demselben Kegelschnitt, der durch die fünf Punkte 
^abcb bestimmt wird. 

Hieraus gebt hervor, daß, wenn man durch 5ß alle Strahlen g 
zieht (das ganze Strahl enbiindel) und auf jedem Strahl g den 
oben konstruierten Punkt D, ermittelt, der Ort aller dieser 
Punkte O identisch ist mit dem Ort aller Kegelschnitte S<^', 
die man erhält, wenn man durch ^ sämtliche Ebenen legt 
(das ganze Ebenenbündel) und in jeder Ebene durch ^ und 
ihre vier Schnittpunkte mit der Cf> einen Kegelschnitt Ä<^* 
legt. Jetzt können wir schließen, daß der Ort sämtlicher 
Punkte D oder sämtlicher Kegelschnitte S'^> eine Fläche F<^' 
sein muß, weil sie die Eigenschaft besitzt, einer beliebigen 
Geraden l des Raumes im allgemeinen in zwei Punkten zu 
begegnen. 

Denn wird durch die beliebige Gerade l des Raumes 
eine Ebene gelegt, die durch 5|ä geht und dadurch gerade 
bestimmt ist, so begegnet der in ihr enthaltene, oben be- 
stimmte Kegelschnitt S'^' der Geraden l im allgemeinen in 
zwei Punkten, welche dem gesuchten Orte angehören. Wir 
schließen also: 

Es giebt durch eine Cf' und einen nicht auf der- 
selben befindlichen Punkt ^ des Baumes immer eine 
und nur eine einzige Fläche F^^\ die in der oben an- 
gegebenen Weise konstruiert werden kann. Sämt- 
liche so konstruierten Flächen i^f^) bilden ein Büschel 
von einfach-unendlicher Mannigfaltigkeit, welches 
die Eigenschaft besitzt, jede Ebene in einem Kegel- 
schnittbüschel, jede Gerade in einer Punktinvolution 
(zweiten Grades) zu durchschneiden. 

Da eine Oberfläche zweiter Ordnung durch neun unab- 
hängig von einander gewählte Punkte des Raumes vollständig 
und eindeutig bestimmt ist, so dürfen, wenn wir die beiden 
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4 Die Raumkurve vierter Ordnung erster Species. 

Flächen i^'fl und Ff\ deren Schnitt Cf ist, bestimmen wollen, 
nur acht Punkte ■willkürlich nnd unabhängig Ton einander 
auf der Cf^ gewählt -werden, da für jede der beiden Flächen 
2^(3) und FW noch je ein neunter außerhalb der G^f> zu ihrer 
Bestimmung erforderlich ist. Wir schließen also: 

Die Raumkurve Cj*' ist durch acht willkürlich 
und unabhängig von einander im Räume gewählte 
Punkte vollständig und eindeutig bestimmt. 

Acht Punkte können aher insbesondere eine solche Lage 
im Räume haben, daß durch dieselben unendlich viele Cf> 
hindurchgehen; dann bilden sie eine Gruppe von acht 
associierten Punkten, die nicht von einander unabhängig 
sind, vielmehr ist einer von ihnen durch die andern sieben 
vollständig und eindeutig bestimmt.* Wir brauchen nur die 
CJ*', welche als der Schnitt von I*'j^l und F^^^ gegeben ist, 
mit einer beliebigen 7^'^', welche nicht die ganze Cf> ent- 
hält, zu durchschneiden. Da die drei Flächen ^(ä) ^W jrtä) 
im allgemeinen in acht Punkten sich achneiden, so gehen 

* Hesi-e Über die Imene Kon-itruktion des ichten bchmtt 
punktea dreier ObPrfliclieii zwp t i Uidniig wem 'i elPii S'liiitt 
punkte derselben gegeben sind (Grelles Journal Bd 26 S 147) 

Th. Beje, Lmpaie Konstrukbon des achten Scbmfctpankteo von 
drei Pläetec zweiter Ordnung Eroneekera Jouin Bd 100 b 487 

F. Casp*ny, Zur Konstruktion des acMen ^clinitti>unkteB dreier 
Oberflächen zweiter Oidnnng Eroneekera Jonm Bd 99, & 12« 

H. Pieqnet, Snr tiois problemea fondamentaux relatifs sm\ em 
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durch letztere die drei Raumkurven, welche die Schnitte je 
zweier Flächen 

jp|8)_f(2) _p'M^(ä)^ j|y'(2)_f(n) 

sind. Solche acht Punkte besitzen aber die Eigoiischaft, daß 
jede Fläche zweiter Ordnung, die durch sieben derselben geht, 
auch durch den achten gehen muß. Wir können also un- 
endlich viele Kaumkurven C|*' erhalten, die durch dieselben 
acht assüciierten Punkte gehen. 

Hieraus folgt umgekehrt, daß zwei verschiedene 
Raumkurven C)*' im allgemeinen nicht mehr als acht 
Punkte gemein haben können; wenn also zwei Cj.*' neun 
Punkte gemein haben, so müssen sie identisch zusammen- 
fallen; denn da sieben solche gemeinsame Punkte immer nur 
einen achten associierten Punkt bestimmen, so geht durch 
diese und den neunten Punkt nur eine einzige Cf^. Dies läßt 
sich auch so aussprechen; 

Wenn eine F^^'> mit einer Of^ neun Punkte gemein 
hat, ao geht die J'l^l durch die ganze Cf\ hat also 
alle Punkte mit ihr gemein. 

§ 2. Konstruktion der Cf^ durcii acht willkürlich imd 
unabhängig von einander gegebene Pujikte. 
Durch acht willkürlich und unabhängig von einander 
im Räume gegebene Punkte lassen sich unendlich viele 
Hyperboloide legen, als deren Durchschnittskurve die ge- 
suchte Cf* bestimmt wird. Bezeichnen wir die gegebenen 
acht Punkte durch 

aSS(il234ö, 

Bo ziehe mau die Gerade |3tS5j und bilde da*! Büschel der 
fünf Ebenen 

,31^1(12345) 
und ziehe die fünf Strahlen 

3[,(12345), 

dann giebt es durch 31^ einen einzigen bestimmten Strahl x^ 

von solcher Beschaffenheit, daß die Projektivität erfüllt wird: 

131^1(12345) Aa;,(12345). 
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6 Die Raumkurve vierter Ordnung erster Spccies. 

Die Konstruktion des gesuchten Strahls x^ liefert das 
bekannte Ohasles'sche Problem der Projektivität, denn durch- 
schneiden wir die ganze Figur mit einer beliebigen Ebene, 
so erhalten wir ans dem Ebenenbüsehel |?t33|(12345) ein 
Strahlenbüachel 

und die fünf Strahlen 91^(12345) liefern uns in der Schnitt- 
ebene fünf Punkte ^JipglJgpipj. In der Ebene ist dann ein 
Punkt %^ zu finden von solcher Beschaffenheit, daß die Pro- 
jektivität erfüllt wird: 

Durch diese Bedingung ist der gesuchte Punkt j^ voll- 
ständig und eindeutig bestimmt und kann dm'eh folgende 
fertige lineare Konstruktion hergestellt werden: 

Man durchschneide das StrahlbÜachel 

durch eine beliebige Gerade g und erhält auf derselben dio 
Punktreihe 

% dg 1X3 0^05; 
verbindet man unter den gegebenen fünf Punkten 



die Punkte p^ p^ und zieht von dem Schnittpunkte 

die drei Strahlen [©laQgj iSisdil |®i2'l5|i welche der Geraden 
IP^P^I in 636465 begegnen, so ist wegen der Perspektiven Lage 
offenbar 

(niOäagtt.aj) A (.ViV2^iK%y, 
bestimmt man dann die Punkte: 

SO ist 

Der durch die fünf Punkte [qiPil)2l'3i'4] gelegte Kegel- 
schnitt besitzt also die Eigenschaft, daß jeder seiner Punkte 
mit PiPs!^3p4 verbunden ein Strahlbüschel liefert, welches das 
Doppelverhältnis (aiOäUjO^) oder (lil^l^l^ besitzt. Ebenso 
hat der durch die fünf Punkte [cigpipapaps] gelegte Kegel- 
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schnitt die Eigenschaft, daß jeder seiner Punkte mit ^ipapjils 
Yerburideii ein Strahlbüschel liefert, welches tias Doppelver- 
hslltnis (aiaaOBfl^) oder (^1^3/5/5) besitzt. Diese beiden Kegel- 
schnitte haben aber die drei Punkte llil^sPa gemeinschaftlich; 
ihr vierter gemeinschaftlicher Punkt wird also beide Eigen- 
schaften vereinigen und daher der gesuchte Punkt sein. 

Ferner liegen die drei Punkte l^gi^iq^ auf einer Geraden, 
d. h. eine durch den gemeinschaftlichen Punkt p^ beider Kegel- 
schnitte gehende Gerade begegnet zum zweitenmal dem einen 
Kegelschnitte in q^, dem andern in 1^5. 

Wir ziehen jetzt iu gleicher Weise die Verbindungs- 
linie \pipi\ und von dem Schnittpunkte 

die drei Strahlen ISigOal ISisdil iSisQ^li welche der Geraden 
Ip^pgl in CäCjCs begegnen, dann ist wegen der Perspektiven 
Lage offenbar 

bestimmt man die Punkte 

so wird 

also gehören die neuen Punkte qi und q^ ebenialls bez. den 
vorigen beiden Kegelschnitten an, deren vierten gemeinschaft- 
lichen Punkt wir aufsuchen; und es liegen die drei Punkte 
^3^(14^5 auf einer Geraden, die durch den gemeinschaftlichen 
Punkt p^ der beiden Kegelschnitte hindurchgeht und zum 
zweitenmal dem einen Kegelschnitte in ql, dem andern in 
Hi begegnet. 

Wir ziehen endlich noch die Verbinduugslinie \pü]>!f\ 
und von dem Schnittpunkte 

(a3pä.03p3) = ®33 

die drei Strahlen l^asü,!, ISäs^^dl' I^ss^qI) welche der Geraden 
\psPs\ i" ^611 Punkten bjh^itx, begegnen, dann ist wegen der 
Perspektiven Lage offenbar 

(1^030304%) A (öiPat'yK^e.); 
bestimmt man nun die Punkte: 



y Google 



Ö Diu Raiimkurve Tietter Ordimug erster Species. 

so wird 

also gehören die neuen Punkte qi'q's ebenfalls den voiigeu 
beiden Kegelsclmitten an, deren vierten gemein schaftliehen 
Puntt wir aufsuchen, und es liegen pi(\i<\^ aut emei Geiaden, 
die durch den gemeinsehaftlichen Punkt pj dei beiden Kegel- 
schnitte hindurchgeht und zum zweitenmal dem emt-n Kegel- 
schnitte in ql', dem andern in c{s begegnet 

Jetzt ist es sehr leicht, den vierten gememschafthchen 
Punlüt der beiden Kegelschnitte zu konstiuieien, wenn man 
sich des bekannten Satzes erinnert: „Haben drei Kegel&chnitte 
eine gemeinschaftliche Sekante, so schneiden sich die diei 
übrigen gemeinschaftlichen Sekauten je zwoiPi deiatlben m 
einem Punkte." 

Betrachten wir nämlich die beiden Kegelschnitte, welche 
die Punkte enthalten 

[Pip2p3p4q4qlq4j 
und 

und nehmen als dritten Kegelschnitt einmal das Liuienpaar 
jpg^^qj] und Ipäqiqsl hinzu, so ist Ip^^b] eine gemeinschaft- 
liche Sekante für alle drei Kegelschnitte; die übrigen gemein- 
schaftlichen Sekanten des dritten mit dem ersten bez. zweiten 
Kegelschnitte sind 

\i]i(\i\ und Iqsq^l, 

folglich muß der Schnittpunkt beider auf der zweiten gemein- 
samen Sekante der beiden ersten Kegelschnitte liegen, d. h. 
mit pi verbunden diese Sekante liefern, also wenn wir be- 
zeich neu 

(qiql, qsq5) = ^;ßi, 

so muß l^ipil durch den gesuchten vierten gemeinschaft- 
lichen Punltt der beiden ermittelten Kegelschnitte gehen; in 
gleicher Weise finden wir, wenn 

(q^qi', q6q5) = ^^, 

(qlq*. qsqö) = ^3 
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bezeichnet wird, daß auch die beiden Verbindungslinien l^^^spa] 
und l^äpal durch den gesuchten Punkt hindurchgehen, wo- 
durch dieser also schon mehr als bestimmt ist, da wir drei 
durch ihn gehende Gerade konsti'uiert haben. 

Nach Lösung dieser Hülfsaufgabe kehren wir zu unserem 
eigentlichen Problem zurück. Ist der Punkt J in der Schnitt- 
ebene gefunden, so giebt uns die Verbindungslinie ]3tx£il°^^ 
den gesuchten Strahl x^, so daß die beiden projektiven 
Ebenenbüschel !tS|(12345) A |2tiEi|(12345) ein Hyper- 
boloid erzeugen, welches durch die gegebenen acht Punkte 
hindurchgeht. 

Durch eine beliebige Vertanschung der gegebenen acht 
Punkte unter einander und nachmalige Ausfflhrung derselben 
Konstruktion erhalten wir ein zweites Hyperboloid, und die 
Schnittlinie beider Hyperboloide ist die gesuchte Cf*. 

Hat man durch C|*' ein Hyperboloid H'^' gelegt und 
zieht in einem beliebigen Punkte f) desselben die Berührungs- 
ebene, welche es in einem Linienpaare lg schneidet, dessen 
Schnittpunkt p ist, so wird die Ebene [lg] der Gfi im all- 
gemeinen in vier Punkten begegnen, den Grundpunkten eines 
Kegel Schnittbüschels, von welchem lg ein Itinienpaar ist; 
da auf diesem die Grundpunkte nicht zu und 4, oder 1 
und 3, sondern nur zu 2 und 2 verteilt liegen können (aller- 
dings auch paarweise konjugiert-imaginär sein können), so 
schließen wir: 

Jede Erzengende der einen oder andern Eegel- 

sehar eines durch die 0™ gelegten Hyperboloids jH*^> 

begegnet der Saumkurve im allgemeinen in zwei 

Punkten (die auch konjugiert-imaginär sein können). 

Hieraus folgt: 

Durch einen beliebigen Punkt ^ des Raumes, 
der nicht auf der Cj*' selbst liegt, gehen im all- 
gemeinen zwei Sekanten der Raumkurve Cj*', deren 
jede der C^J-'^ in einem Punktepaare begegnet. 

Denn durch den Punkt 5ß und die Of geht nur eine 
einzige, völlig bestimmte i^'^l (Seite 3), und die Berührunga- 
ebene derselben im Punkte $ schneidet die JF<^' in einem 
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10 Die RaiiraliUL'vö vierter Ordnung erster Speciea. 

(reellen oder konjugiert-imaginären) Liuienpaar lg, welches 
die gesuchten Sekanten bildet. 
Hieraus folgt weiter: 

Die Projektion einer Gfi von einem Punkte ^^, 
der nicht auf der Raumkurve selbst liegt, ist ein 
Kegel ^^*] vierter Ordnung mit zwei Doppelkunten. 
Umgekehrt sehen wir: 

Durch eine beliebige Sekante der ßanmkurve Gf\ 
welche ihr in zwei Punkten begegnet, giebt es nur 
ein einzigea bestimmtes Hyperboloid iif'^', weluhes 
die ganze Raumkurve enthält. 

Denn nehmen wir einen beliebigen Punkt Sß der Sekante, 
so geht durch ^ und die Cf^ nur eine einzige i^'^', die ein 
Hyperboloid aein muß, weil sie drei Punkte einer Geraden 
enthält. 

Dies können wir auch so aussprechen: 
Legt man durch eine Sekante |3l5ß| der Raum- 
kurve Gfi ein Ebenenbttachel, so schneidet jede Ebene 
des Büschels die Cf> noch in zwei weiteren Punkten, 
deren Verbindungslinie eine Regelschar eines Hyper- 
boloids i?'^' beschreibt, welches durch die ganze Cf' 
hindurchgeht. Die Sekante |51581 seibat gehört der 
zweiten Regelachar dieses Hyperboloids an. 

Lassen wir insbesondere die Sekante [?t^| durch Zu- 
sammenrücken der beiden Punkte §t^ in eine Tangente der 
Oj.*' übergehen, so folgt: 

Durch eine beliebige Tangente der Cf* giebt es 
nur ein einziges Hyperboloid, welches die ganze Cj** 
enthält. 

Beiläufig und als selbstverständlich bemerken wir, daß 
es keine Gerade im Räume giebt, die der Cf* in drei Punkten 
begegnen k'önnte, denn aonst müßten alle F*^*, die durch die 
Raumkurve gehen, diese Gerade enthalten; es wäre also die 
Cf' nicht der vollständige Schnitt zweier Flächen i*"'^'; wir 
hätten es nicht mit einer Raumkurve vierter Ordnung erster 
Species zu thun, die wir allein betrachten, sondern mit einer 
Raumkurve vierter Ordnung zweiter Species C^*', durch welche 
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nur ein einziges Hyperboloid geht, dessen Erzengende einßr 
ßegelschar der Cjf allemal in drei nad die der andern ßegel- 
schar nnr in einem Puntte begegnen.* 

Wenn wir die OJ*' Yon einem ihrer Punkte (J ans 
projicieren, so erhalten wir einen allgemeinen Kegel 
dritter Ordnung i)*^' ohne Doppelkante, denn jede durch 
p gelegte Ebene begegnet der Cf-'> noch in drei weiteren 
Punkten, die mit p verbunden drei Kegeistrahlen liefern, und 
da es durch (J keine Gerade giebt, die der Cf^ in zwei weiteren 
Punkten begegnen könnte, so hat der Kegel p'^' keinen 
Doppelstrahl, 

Wenn wir von zwei verschiedenen Punkten p luid \i^ 
'der C|*> aus dieselbe projicieren, so erhalten wir zwei Kegel 
pl*' und )i)f\ die den Kegelstrahl |i)pi| gemeinschaftlieh haben 
und sich in der CJ*' durchschneiden; dieselben haben aber 
noch weitere gemeinschaftliehe Punkte, deren Ort wir er- 
mitteln wollen. 

Eine beliebige durch jp^jj gelegte Ebene begegnet der 
0|^' noch in zwei weiteren Punkten g und t), und die beiden 
Kegel gehen nicht allein durch j und t), sondern auch durch 
die Schnittpunkte: 

in, M) = <\, in. PiE) = r, 
die nicht auf der Raumkurve (7J*' liegen. Um den Ort dieser 
beiden Punkte q r zu ermitteln, nehmen wir den Schnitt- 
punkt 
^ (pPi, Et)) = § 

* A. Cayley, Memoire suc lea combes ä double eoutbure et les 
suvfeces döveloppables (Liouyille Journal de mathömatiques tonie X, 
p. 24&). 

G. Salmon, On the claesification of cui'ves of doutle curvatnrc 
(Cambridge and Dublin math. Journal vol. V, 1850), 

J. Steiner, Ueber die Plüolien dritten Grades {Bovcbardts Journal 
mv die r. und a. Math. Bä. 53, S. 133). 

L, Cremoca, Intorno alla curva gobba de! quai-t' ordine, per la 
qnale pasaa una sola Buperfloie di aecondo gcivdo, Bologna 1861. 

St. JoUes, Die Theorie der Osciüanten und des SehnensysteDia 
dei- Ranmkurre IV, Ordnnng ]I. Speoies (Aachen 1886). 
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linti betrachten clie Op als den vollständigen Schnitt zweier 
Flächen Ff und .F^^'. Verändert sich nun bei der Drehung 
der Ebene [plJiJt)] um den Strahl ]^pi| der Punkt §, so 
verändert sich auch o, und r; es ist aber \c\x\ immer die 
Polare von § in Bezug auf die beideu Kegelacimitte , in 
welchen die veränderliche Ebene durch |Vpi| die beiden 
Flächen F^^ und F^> durchschneidet; es liegt also auch 
|iir| immer in den beiden Polarebenen von ä in Bezug auf 
die Flächen Ff und Ff. 

Während nun § auf der Geraden Ippj sieh bewegt, 
beschreiben die beiden Polarebenen zwei Ebeneubüschel um 
zwei feste Äsen und sind projektiv mit der von § durch- 
laufenen Punktreihe, Die Schnittlinie \(\x\ entsprechender 
Ebenen der beiden projektiven Bbenenbüschel beschreibt 
also eine Regelschar eines Hyperboloids §'^'. Nennen wir 
die Äsen der beiden projektiven Ebenenbüschel t/j und g^, 
so werden, da die Gerade |c|T| immer der festen Geraden 
Ipp,] begegnet, die drei Strahlen \ppi\ i/i g^ das Hyperboloid 
§<^> vollständig bestimmen, indem sie einer ßegelseliar des- 
selben angehören. Die durch p und p^ gehenden beiden 
Erzeugenden der andern Regelscbar p und p^ sind nicht 
allein Erzeugende des Hyperboloids §'^', sondern auch be- 
ziehlich Kegelstrahlen von p('' und pf, weil ein Strahl lpq| 
gleichzeitig duvch j und ein Strahl jp^q] gleichzeitig durch l) 
geht. Also hat das Hyperboloid §'^) mit dem Kegel p<°' die 
beiden Geraden \ppi\ und p gemein, mithin nur noch eine 
Raumknrve vierter Ordnung erster Species Of>'. Die beiden 
Kegel t)<^> und p'^1 haben also außer dem Kegelstrahle |pp^| 
und der gegebenen Raumkurve O^ noch eine zweite Raum- 
kurve Cf gemeinschaftlieh, tlen gesuchten Ort der Punkte 
q und r. 

Da die Schnittkurve einer beliebigen Ebene mit einem 
Kegel ^^^\ der die Perspektive der Cf^ aus einem ihrer 
l-^iukte p ist, eine allgemeine ebene Kurve dritter Ordnung 
i?(^l ist, so wird man von den Eigenschaften der S(^' zu 
denen der Cf aufsteigen können oder umgekehrt; ebenso 
wird mau von dem Kegel '^{^) zu den Eigensehaften einer 
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ebenen Kurve ^^^^ vierter Ordnuug mit zwei Doppelpunkten 
gelangen vermittelst der Raumkurve CJ*' oder umgekehrt.^' 

§ 3. Tangente nnd Sehmiegnngsebene in einem Punkte 
der Cf . 
Legt man durch die Oj''* ein Hyperboloid W-^^, so gehen 
durch einen beliebigen Punkt 2t der Raumkurve zwei Er- 
zeugende desselben aus seinen beiden Regelscharen, g und l; 
die Ebene [gl^ ist die Beriihrungsebene des Hyperboloids im 
Punkte (gl) = 2(. Diese Ebene igl} enthält daher die 
Taugente t^ im Punkte 21 der C|*'. Verändert man das 
Hyperboloid durch die Of>, so dreht sich die Berührungs- 
ebene [gl] beständig um einen festen Strahl, die Tangente 
tm, und beschreibt ein Ebenenbüschel. Die Tangeute tst wird 
durch zwei Hyperboloide schon bestimmt. 

Die in SI sich kreuzenden beiden Erzeugenden g und l 
begegnen- der C|** zum zweitenmal in Punkten 95 und S; 
durch SS geht eine zweite Erzeugende l^ der andern ßegel- 
schar und möge der C|** zum zweitenmal in S5i begegnen; 
durch S geht ebenfalls eine zweite Erzeugende g^ der andern 
RegelscLar und möge der C'*> zum zweitenmal in 6^ be- 
gegnen; dann gehören 

|9(SB| =g |®Sj| =Ä ^e^ einen Rcgclsehar, 
|2[(5| = l Ii893i| = k -Jer andern Regelschar 
des Hyperboloids an; es müssen sich also auch [SäSS^I nud 
|®©i| begegnen, d. h. ^l5SBi®i liegen in einer Ebene oder 
[SSei trifft ISSißil. Da nun die Ebene [2193®] die Tangente 
(ac enthält, so muß das einzige Hyperboloid, welches durch 
tm und die ganze Raumkurve C|*' gelegt werden kann (8. 10), 
die Gerade \'&^\ als Eraeugende der andern Regelschar, zu 
der % nicht gehört, enthalten; andererseits geht auch durch 
6| und die ganze Raumkurve Cf* nur ein 
i Hyperboloid (S. 10), welches also mit dem vorigen 
identisch aein muß, und da SSSSÖiS^ in einer Ebene liegen, 

* Ä, Miliuowski, Zur Theorie der Eaunicurven vierter Ordnung 
oi-stov Art., Kroneoltera Journal Bd. 97, S. 277. 
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sü muss auch ISjEii eiue Erzeugeödö tlieaes Hyperboloids 
sein und zwar derselben Begelschar wie ^ angehören. Dieses 
durch die Tangente % und die Raumliurve CJ** gelegte Hyper- 
boloid, welches wir W^> nennen wolleo, enthält also die Er- 
zeugende |Si©i|, welche derselben Eegelschar wie % angehört. 
Die durch Sü gehende Erzeugende a der andern Eegelschar 
dieses Hyperboloids Sl*^' wird daher der Erzeugenden |Sii®i| 
begegnen müssen, d. h. die Ebene [StSS^Sj] wird die Er- 
zeugende a enthalten. Diese Erzeugende a muß aber der 
C<*) in zwei Punkten begegnen, von denen der eine 9( selbst 
ist, der andere sei 91^, dann wird die Ebene [t^a\ in St drei 
zusammenfallende Punkte der RaumkurYe enthalten, also die 
Schmiegungsebene derselben im Punkte 5( sein und zum 
vierten Schnittpunkte mit C|*' den Punkt %^ haben, den wir 
den zn % gehörigen „Schmiegungspunkt" nennen wollen; 
der Strahl l§l2ti| =a soll der zu S( gehörige „Schmiegungs- 
atrabl" heißen. Das durch die Tangente tu und die ßaum- 
kurve gelegte Hyperboloid hat also zur zweiten durch % 
gehenden Erzeugenden den zu 9i gehörigen Schmiegungs strahl. 
Die Konstruktion der Tangente % und der Schmiegungs- 
ebene Tg im Punkte % der CW ergiebt sich also auf folgende 
Weise : 

Legt man durch die Cp ein beliebiges Hyper- 
boloid und geht von dem .Punkte 91 auf einer der 
beiden in 2t sich kreuzenden Erzeugenden des Hyper- 
boloids bis zum Punkte S der Raumkurve, von SS 
auf der andern durch äi gehenden Erzeugenden bis 
zum Punkte S8i der Raumkurve, geht man anderer- 
seits auf der zweiten durch 91 gehenden Erzeugenden 
bis zum Punkte S der Eaumkurve und von © auf 
der andern durch ® gehenden Erzeugenden bis zum 
Punkte @i der Raumkurve, so enthält die Ebene 
[tS©] die Tangente h der Gj*' im Punkte 9t und die 
Ebene [2tSßißj] den Scbmiegungsstrahl, der zum 
Punkte % gehört. Verändert man das durch di& 
Eaumkurve gelegte Hyperboloid S^^\ so muß die so 
konstruierte veränderlielie Ebene [91336] um die feste 
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Tangente im. sich drehen und die veränderliche Ebene 
[SlSßjSJ um den festen zu % gehörigen Schmiegungs- 
atrahl a. Durch zwei Hyperboloide if'^' sind also 
Tangente und Schmiegungsstrahl schon bestimmt, 
und die Ebene [^tt] = tm ist die Schmiegungsebenc 
im Punkte 9t der Cf. 

Es Isann insbesondere vorkommen, daß die Punkte 
^i und Sj zusammenfallen in einen Punkt 'S), daß also ein 
geschlossenes windschiefes Vierseit auf dem Hyperboloid ver- 
läuft, dessen Ecken der Cj*' angehören; sobald ein solches 
windschiefes Vieraeit StSS® existiert, giebt es unendlich 
viele derselben, d. h. ein solches Vierseit schließt sich immer, 
von welchem Punkte % der Raumkurve man auch ausgehen 
mag. Wir werden später (§ 10) solche besonderen durch die 
CWI gehenden Hyperboloide kennen lernen, wollen aber ihre 
charakteristische Eigenschaft hier schon nachweisen. 

Habe das durch die Cj*' gelegte Hyperboloid die beson- 
dere Eigenschaft, daß, wenn die beiden in ^ sich kreuzenden 
Erzeugenden \%^\ und |91S| der Raumkurve in S und 6 
zum andern Mal begegnen, die beiden übrigen Erzeugenden 
durch 5B und S sich in demselben Punkte ® der ßaumkurve 
begegnen, also das geschlossene windschiefe Vierseit 31 S 2)© 
die Gegenseiten 

IStSBj und jES5| der einen Regelschar, 
|St6| und |^2l| der andern Regelachar 
angehörig hat, und geht man von einem beliebigen Punkte §1' 
der Cj^" auf der einen Erzeugenden nach dem Punkte SS' der 
ßaumkurve, auf der andern nach dem Paukte S' derselben, 
ferner von S' auf der zweiten Erzeugenden bis zum Punkte 
S3' und von ^' auf der zweiten bis zum Punkte j der C'/\ dann 
muß 3D' mit 5 zusammenfallen; denn wir haben die Erzeugenden 
1^581 le^l irSS'l je'sl der einen, 
ItSl |«®| irri 125'©'! der andern 
Regelschar desselben Hyperboloids, imd es treffen sieh be- 
kanntlich je zwei Erzeugende verschiedener Regelseharen. 
Da nun WSSSt'S' in einer Ebene liegen, so muß ein Hyper- 
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boloid, welclies durch |S8S'| unti die Eiaumkurve gelegt 
wird, die Erzeugende |?t3t'| enthalten; es giebt aber nur 
ein einziges solches Hyperboloid (S. 10). Da ferner ?ISSI'S' 
in einer Ebene liegen , so muß das durch | St 21' | und 
die Rauutkurve gelegte Hyperboloid, d. h. das vorige, auch 
|58'®| als Erzeugende enthalten, also gehören |SB®'j und 
]23'®[ derselben Eegelsohar dieses Hyperboloids an; da 
ferner ©'S®®' in einer Ebene liegen, ao muß das durch 
|58'15| und die Raumkurve gelegte Hyperboloid, d. h. das 
vorige, auch |®©'] als Erzeugende enthalten, also gehören 
|39S'| und [2!)S)'| verschiedenen Regelacharen an, treffen sich 
daher; die vier Punkte SJS'SS)' liegen also in einer Ebene; 
da nun auch SÖ3)fö'E in einer Ebene liegen, und die Ebene 
[^S'S)] nur noch einen einzigen vierten Punkt der Raum- 
kurve enthalten kann, so muß 

sein, d. li. das zweite Vierseit ^'93'®'ß', welches auf dem 
Hyperboloid verläuft und der Raumkurve einbeschrieben ist, 
schließt sich auch, sobald sich das erste achließt. 

Wir können also den Satz aussprechen: 

Wenn man durch eine Cf ein Hyperboloid M'-^'i 
hindurchlegt, welches die Eigenschaft besitzt, daß 
es einmal ein der Gf einbeschriebenes windschiefes 
Vierseit giebt, dessen beide Paare Gegenseiten den 
beiden Regelacharen des Hyperboloids angehören, 
dann giebt es unendlich viele solcher der Raumkurve 
eiubeschriebenen windschiefen Vierseite, die auf dem 
Hyperboloid verlaufen, d. h. jeder Punkt der Eaum- 
kurve bann als Ausgangspunkt gewählt werden, und 
das von ihm ausgehende auf dem Hyperboloid ver- 
laufende windschiefe Vierseit achließt sieh immer.* 

* V. Bfaerliavd, Die Ranmkurven vierter Ordnuog erster und 
zweiter Species in ihrem Zusammenhange mit den Steinersohen 



Scl[lieflnngaprol)lemea bei den ebenen Kurven dritter Ordnnng (Scbloe- 
milch Ztaohrft. f. Math. «. Phye. Bd. 32, S. 65). 

F. Schur, Über eine besondere Klasse von Flächen vierter Ord 
nnng (Math. Arm. Bd. 20, S. 354). 
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§ 4. Bestimmung dor Cp durch zwei Tripel etc, IT 

Wir bemerken nocb, daß die Tangente % ein Kegel- 
atraU des von % durch die Gf> perspektiv gelegten Kegels 
Sl<'' ist, die Berührniigsebene an St^^' längs des Kegelatrahla 
die Sclimiegungsebene r^ und der dritte Schnittstrahl der- 
selben mit dem Kegel SC'* der za % geliörige Schmiegunga- 
stralil wird. 

§ 4. Bestimmung der Cfi dureli zwei Tripel von je drei 
Punkten und lineare Konstruktion weiterer Punkte der 
Eaumkurve. 
Wir können Hyperboloide konstruieren, als deren Sehnitt- 
kurve Gf'> hervortritt, indem wir sechs willkürlieh und unab- 
hängig von einander im Räume gewählte Punkte in zwei 
Tripel zu je dreien 

SC, %^ % 

58, 58, «3 
verteilen, die neun Verbindungslinien jedes der ersten drei 
Punkte mit jedem dor drei letzteren ziehen: 

ISfi^il 131,^31 \%'^2\ 

|Stx«sl \%'&2\ \%'^i\ 

lS(,5öa| |9(,S,] \%^'^^\ 

und durch je drei in einer Horizontal reihe stehende Geraden 

ein Hyperboloid legen. 

Das durch die drei Strahlen 

|Sti33i| l^sSgl IStgSi,! gelegte Hyperboloid i/pi 

und das durch die drei Strahlen 

l^i^äl \%'^,\ ISCgS.I gelegte Hyperboloid iff 

sehneiden sieh in einer Cf, von welcher jeder Punkt K die 
Eigenschaft haben muß, daß sowohl die drei Ebenen 

[K?Ii93j [XStä^a] [3etäS,l sich in einer Geraden s,, 
als auch die drei Ebenen 
[XStiSSj,] [XStiSSa] [^eStg^-ß,] sich in einer Geraden s^ 
schneiden; von den durch den Punkt 'S. gehenden Strahlen 
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18 Die Biiumlturvo viertai* Ordnung erster Species. 

liegen also s, IXiö^l ISSt^l in einer Ebene, 

und ebenso Sg I^SJ |K?Ia| in einer Ebene. 
Hieraus folgt, daß die drei Sclinittliuieii je zweier Ebenen 

iß einer Ebene liegen müssen, oder was dasselbe sagt, daß 
die drei Ebenen 

[S31i«^] [-eSIsSj] [XSt^SÖ,] 
sich in einer Geraden Sj schneiden müssen. Dies sagt a.iis, 
daß der Punkt t£ auch auf einem dritten Hyperboloid Jff* 
liegen muß, welches durch dia drei Geraden 

|ati5s,| \n,s&^\ \%,^^\ 

bestimmt wird. Wir erhalten also folgenden Satz: 

Nimmt man im Räume sechs beliebige von ein- 
ander unabbäugige Punkte 

an und legt durch je drei Strahlen 

1^1*8,1 \%^^\ \%^,\ ein Hyperboloid E[^^ 

\K%\ \%^2\ \%^^ » „ -Sf 

\%^,\ \%^,\ \%^^\ „ „ mf\ 

so schneiden sieli diese drei Hyperboloide in einer 

und derselben ßaumkurve Cf, welche durch die 

sechs gegebenen Punkte hindurchgeht. 

Jeder Punkt ^ dieser Baumburve besitzt die Eigenschaft, 
daß, wenn man von ihm aus die beiden im Räume liegeuden 
Dreiecke StiSt^Sta und SiSB^^Ög auf eine beliebige Ebene pro- 
jiziert in die beiden Dreiecke Oj^G^aa und ^'b^^s, dieselben 
dreifach cykliseh- Perspektive Lage haben, für welche die 
drei Perspektivitätscentra die Treffpunkte der Strahlen s^s^Ss 
mit der Projelitionsebene sind.* 

* A. Haruack, Über die Darstellung der Eaumliurve vierter 
Ordnung erster Speoies und ihres Sekanteusj-Btems durch doppelt- 
periodische Functioaea (Math. Ann. Bd. 12, S. 47). 
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§ 4, Beetiinmung der CJ*' durch zwei Tripel etc. 19 

Nimmt man nim die Ebene [^liSjSg], so wird dieselbe 
noch einen vierten Punkt der Cf> enthalten, den wir K 
nennen wollen; da nun St^^iSgiE in einer Ebene liegen, und 
^ auch auf dem Hyperboloid Hf* liegt, also 
[SSt^sBj [^%%} 1^%^^} 
sich in einer Geraden schneiden, so wird die Schnittlinie 
der beiden ersten Ebenen \'3i')&^\ auch in der Ebene [iEStgS^] 
liegen müssen; der Punkt X muß also auch in der Ebene 
[StsSßgSg] liegen; da femer H auch auf dem zweiten Hyper- 
boloid JJf> liegt, also 

\t%3t^ [SSl^S^l [3e5l,93i] 
sich in. einer Geraden schneiden, |3£Si| aber die Schnittlinie 
der ersten und dritten Ebene ist^ so wird |X®i| auch in der 
Ebene [SSta^al liegen müssen; der Punkt S£ muß also auch 
in der Ebene [KäS.Sßg] liegen; S ist mithin der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen 

ÄSa^i] [5t,33,ö;i [SJ^iB.ffi,,!. 
Wir erhalten durch cyklische Vertauschung von ^.^SgSJj 
die drei neuen Punkte der Raumkurve: 

([Sli58,583] [Sla^^SÖJ [atsS8ia3a]) = Sil 
([SliS»33i] [SI^SB.Sß,] [3l3«s%]) = ^4 ' 
([S(,58,«2] [§(293,553] [3139338)1]) = ej 
Auf gleiche Weise, indem wir die 9l'a und Sß's mit ein- 
ander vertauschen, erhalten wir weitere drei Punkte der 
Raumkurve: 

([Sßi§t,St„] I9J,§t3§ii] [SBgStiStg])=®,^ 

([S.gr^^tO [«,9(,§1J [Sa3»a3t3]) = 

([S9,?I,S(,] [58a2la9(g] [SJsSfsSti]) = 

Die SC's und Sß's sind aber mit einander vertauschbar, 

weil wir die neun Strahlen, welche zur Erzeugung der drei 

Hyperboloide Sf^ H^^ S^'> dienten, auch so schreiben können: 

\^,%\ \^i%\ \^z%\ bestimmen H['> , 
\^i%\ I^AI ISs^iii „ Hi'\ 

mMJ m,%,\ \^,%,\ :, fff. 
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20 Die Raumkui-ve vierter Ordnung erster Species. 

Aus dem Vorigen folgt zunächst, daß die sechs Geraden 

I^.Eli \^2^A l®3®äl ISIl^ll \%%\ \%%\ 

und derselben Begelsehar des Hyperboloids H[^>, 

IS81S3I \%^,\ {%%\ \n^%\ \%%\ isisSJ 

imd derselben Uegelschar des Hyperboloids H|^', 
|S8^1S,1 15S,(S,| ISSgS,! \%^^,\ {%,%[ \%'S>,\ 
und derselben llegelsehar des Hyperboloids JSp 
angehören, und zwar sind dies die zweiten Eegelseharen auf 
jedem der drei Hyperboloide, welche je durch die drei Geraden 
ihrer ersten Regelschar bestimmt wurden (S. 18). 

Da l^iStij und ISS^Eil ^^^ beiden verschiedenen Eegel- 
seharen des Hyperboloids H^^ angehören, so muß die Ebene 
[SBjSIiS,], als Berührungsebene im Punkte S^ am Hyper- 
boloid Hf\ die Tangente fe, der Itaumkurve im Punkte SB, 
enthalten; ebenso enthält die Ebene [^iSIbSs], als Berührungs- 
ebene des Hyperboloids B"*^* im Punkte SB,, und endlieh auch 
die Ebene [^1^2*^3] dieselbe Tangente; die Schnittlinie dieser 
drei Ebenen ist also die Tangente, und ebenso erhalten wir 
die Tangenten in den übrigen Punkten SS^ S^ %^ %j %, 
nämlich: 

|[3t,93,®i] [9(i®2®3] [SlxSsSia]! = („ I 
]tas93i®a] [StäSSs^J t3is«3®3]l = ^aJ 
ILSls^i^] [§(393,2)3] [3täS33®i]| = iatJ 
J8iSljgJ [^i«3©3] [®i3t3©,]| = 
^A^,} [^^%f^] Ü&^%,%}\ = h. I 

ua^gat.ej ü8,%%,] ü8,%^t\\ = hj 

Aus der Bildungsweise dieser Taugenten erkenuen wir, 
daß die drei Geraden 

|SSi3),| \%%\ 1583®,! 
ein Hyperboloid bestimmen, welches die Tangente tts, zu einer 
Erzeugenden hat, weil %, allen drei Geraden begegnet; aus 
der Konstruktion der drei Punkte S)^ ©3 Sg ersehen wir 
aber auch, daß die Gerade ISlsSlg] den obigen drei Geraden 
gleichzeitig begegnet. Also hat das durch die drei ersten 
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§ 4. Beatimmung der CJ*' durch zwei Tripel etu. 21 

Geraden gelegte Hyperboloid neun Punlrfe mit der Raum- 
kurve gemein und geht tlaher durch die ganze Raumkurve 
(7«1 (S. 5). 

Hiernach erhalten wir sechs neue Hyperboloide, welche 
die ganze Raumkurve enthalten und durch je eine Tangente 
derselben in den Punkten tl^ % % S^ Sß^ Oi^ gelegt sind; 
wir stellen diese sechs Hyperboloide mit den auf ihnen 
hefindlichen beiden Reselscharen folgendermaßen zusammen: 



„™j|a}i®i| i^Bj^al \^3%\ der einen Kegelschar 

' 1 h, \'^2%\ „ andern „ 

9f(ii) f'^i^al !^a®il \^i%\ ^ei' ^i"ö" E-egeischar 

' 1 h, \%'^i\ „ andern „ 

gr(ä) j'S^i^sl l®2®sl i®3®il ^^^ einen ßegelschar 

' 1 '«, I^i9t,| „ andern „ 

gj,„Pieil \%^\ |9l.e,| der einen Regelschar 

^ 1 h, \%^s\ " andern „ 

g,|5, (|S[,egl %^i\ I^IgSs'i der einen Regelschar 

' 1 h. I^s^i', „ andern „ 

( 1 9ti Eg I 1 9la Eä i \%^i\ Jer einen Regelsehar 

' 1 fe, \^i^2\ » aniSern „ 

Weil nun das Hyperboloid 5t*^l durch die ganze Cj^^ geht, 

also auch den Punkt ©^ enthält, so müssen sich die drei 
Ebenen 

[S,«:'EJ [©i^s^Ds] [©i^B^J 

in einer Geraden schneiden, welche Erzeugende der zweiten 
Regelschai' dieses Hyperboloids ist. Da aber die lÜbene 
[SiS,33J nur noch einen vierten Punkt der Cj*' enthält, den 
wir ©1 nennen wqlleu, so ist lEiEil diese Erzeugende. Da 
andererseits auch das Hyperboloid IZj^l durch die ganze Cj** 
geht, also den Punkt ^j enthält, so müssen sieh die drei 
Ebenen 

[®,S8,e,]. [%S3,e,] [©i^BgEa] 

in eiuer Geraden schneiden, welche Erzeugende einer Regel- 
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schar dieses Hyperboloids ist. Die Ebeoe [^iSiSj] enthält 
aber nur noch den vierten Punkt tSj der Cf>, folglich muß 
|®j®j| diese Erzeugende sein. Da ©iSiSÖgSg in einer Ebene 
liegen, so wird lS)3®j| auch eine Erzeugende des Hyperboloids 
S^ sein, welchea durch jföiSal nnd die ganze Raumkurve geht 
{und dadurch eindeutig bestimmt ist, S. 10), folglich sclioeidet 
l®^®,! auch |e,S8i| und \<§.^Sd^\. Ebenso wird, weil ©leiSß^Sa 
in einer Ebene liegen, |©2®i| eine Erzeugende des Hyper- 
boloids H^^ sein, welches durch ißiSg] und die ganze Kaum- 
knrye gebt, also lEgS^I t^^*^ l'^ä^il treffe»- Fahren wir in 
dieser Weise zu sehließen fort, so erkennen wir, daß folgende 
je neun Ebeneu: 

[(JiSßjSi] [©,S8,S)j] [S,8aS,]| durch einen luid denselben 
[®3®i®3] [®a%®ä] [SäSös^J (neuen) Punkt g, der Cf 
i%'^^%] [Sä^äS,] [6s93,%]| gehen, 

_ _ ' , _ „ ^ ' durch emen und denselben 

[8,8, S,l ftSÄl [S,8,»J 

ftS8.«J [6,8.».] [(S,8,B,]I ^™" '*' ■"" "'' ="'•"■ 

[(S,8,E,] [E,8,5B,] [S,S8,S),] 

[ll,a,EJ [S,ffl,S,] [«,8,».] 

[S,S8,S,] [«,8.S,1 [6,S,S,] 



durch einen imd denselben 
PnnU 9, der C<« gellen, 



[3),H,ISJ [»,a,S,] [S,Sl,II,] 

[ii,a,i£,] [S,a,sa [S,a,6j 



[»,«,«,] [s.a.sj 

[»,3t,l5sl [»,a,6,] [»iSaS,] 



durcli einen und denselben 

[?K i'il ^°'*'' ^' ''" '^''' ^"'"' 

durch einen und denselben 



[®,a.6j [®AS,] [»,«,6.] „ ,^„ , „„ , 

[S),a,Ej [®,a.isj [B,a,6jl ^°°" ^^ ""■"■ °i s'''""- 

[a,a,s,] [S)|a,6,] i»,«i,s,j 

[ffi,ä,s,] [S),a,(s,] [s,a,e,] 

[!D,a,6,] [S.aA] [®,a,«,] 

Blicken wir jetzt auf die gewonnenen Resultate zurück, 
so erkennen wir, daß sich zuerst aus den beiden uvsprting- 
lieh gegebenen Punktetripeln ^Ij^^SIg und 58(58^358 zwei neue 
Puuktetripel der C'" ergaben: e;©,©^ und ©iS^^s (ß- ^^)- 



durch einen und denselben 
Punkt gs tier Cf> gehen. 
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Die 27 Ebenen, welche je drei Punkte aus den Tripeln 
^1%^%, ®i6^es und ®i®s®3 mit einander verbinden, 
schnitten sich zu je neun in drei neuen Punkten SiSaJ^s der 
Kaunikurve, und endlich schnitten sich auch die 27 Ebenen, 
welche je drei Punkte aus den Tripeln SB^^aSS^, ^ilSäSa und 
®i®a®s ™it einander verbinden, zu je neun in drei neuen 
Punkten ©1®^®^ der Raumkurve. 
Die Geraden 

l^iSil \%^A \%^2\ i®i®il l^.^äl \%^^\ 
\<&Sii 1®2S.I l'ä:.S,| 

gehören der einen Regelschar, die Geraden 

iSi6,l I^S^E,! \SQ^&,\ |St,®,| \%%\ |3(,®,; 
der andern ßegelschar eines und desselben Hyperboloids .Hf* 
an; die Geraden 

m.JBal ISls^sl |S{,58,1 l^iSsl \%®,\ %®,\ 
l^iSJ IS^g^l \%%t\ 
gehören der einen Regelschar, die Geraden 

\%%\ ISs^Sil l^a^al 1^1^21 \%'^i\ lSl,®gl 
der andern Regelaehar eines und desselben Hyperboloids H^^^ 
an, und die Geraden 

\%%\ \%^,\ \%%\ 1©,®,! jS),e,i :%®,\ 
\^.%.\ ie.5,1 le^g.l 

gehören der einen Regelsehar, die Geraden 

ISßjSgl |S,©,| 'iSa^il IStj^sl IStg^al |t,^,| 
der andern Eegelachar eines und desselben Hyperboloids Jip 
an, und die drei Hyperboloide B{^' jff<^' J3^^' schneiden sich 
in derselben Eaumkurve Oj*'. 

Da jedes dieser drei Hyperboloide durch drei Erzeugende 
aus der einen oder andern ihrer beiden Regelscharen bestimmt 
ist, und die Raumkurve schon durch die drei Punktepaare, 
in welchen sie den drei Erzeugenden derselben Regelsehar 
begegnet, bestimmt wird, so folgt der Satz: 

Durch denselben Prozeß, vermittelst dessen wir 
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von den boidcn gegebenen Punktetripelii ig, g, g, 

zu den Dsuen Punkten ^,^^^^ und S^i^^^ä der C« 
gelangten (S. 19), kann man vermittelst der Punltte- 

ti"ipel _, ~, f-, nnd{-.„~ wieder zu neuen Punkten 

der C^*' gelangen niid so fortfahrend in unbegrenzter 
Anzahl auf lineare Weise immer neue Punkte der C|^' 
konstruieren. 

Wir haben ferner sechs andere Hyperboloide W^ 3t^*' %f^ 
^f^ S<^> S9i|^>, welche auch durch die ganze ßaumkurve gehen, 
und deren beide Regelscharen folgende sind: 

.„,f -ßM i».S>sl 1S8.»>1 

' lfe. = |S(,a,! lastj! I«i®il !«.8il l'^M, 
a»> 



ia,6,| ia,6ä! !a,s,| 



is8,s,| is,a,| |s,»,i 
(,, = i«,a,| ia,H,| is,s,i is,is, 



' U,,sis,8,! 18.83I |s>,s,| iffi,g,| is.g.i, 
SB„,( ia.s,l |a,(s,| |a,(j,| 

' !%sia,s,| ia,s,i |D,g,i is.ai i®,g,|, 
„,„l ia.s.l ia>s,| ia.6.| 

' U,, = is.s.i |8.a,| !E,g,i la^g.i |®,5,i. 

Da die Punkte @i®^®a &i5a5s gleichzeitig auf allen 
neun Hjperholoiilcn durch die G^ hegen, so sind es neue 
Punktetripel der Raunjkurve und werden linear konstruiert, 
wie es oben geschehen ist (S, 22). Wir können nun von 
diesen neuen Punkten tler C|*l in gleicher Weise zu weiteren 
Punkten derselben fortschreiten oder in der froheren Weise 
aus ihnen neue ableiten (§ 5) und haben ein fortgesetztes 
Verfahren, um in linearer Weise unzählig viele Punkte der 
Raumkurve (allerdings diskrot liegend) aufzufinden. 
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§ 5. Charakteristische Eigenschaft eines Punkt etrip eis 
der Cf*. 
Auf dem dnrcli die Eaumkurve gelegten Hyperboloid äf^ 
gehen von Stj die Erzeugenden |3ti33i| und |3(x®i| der beiden 
Regelseharen aus, folglich enthält die Ebene [^i35i3)i] die 
Tangente %, der Eaumkurve im Punkte %i^ (8. 14); ferner 
gehen von SSj die Erzeugende |^ißi| und von S; die Er- 
zeugende |S),®i| verschiedener Regelscharen aus; folglich muß 
die Ebene [StiS^E,] den zu Slj gehörenden Schmiegungs- 
strahl a^ enthalten (S. IB). Das durch |®i®il und die 
Raumkurve gelegte Hyperboloid S(^^' muß daher diesen 
Schmiegungsstrahl enthalten. Nehmen wir statt des Hyper- 
boloids Hfl jedes der beiden übrigen Hyperboloide llf> und 
Sf>, so finden wir den Schmiegungsstrahl a^ als die Schnitt- 
linie je dreier Ebenen und ebenso die Sclimiegungsstrahlcn 
«2 % &i 6a 63: 

(o, -i[a,6,s,i [«iB.sj [a,is,e,]i 
o, — lia,(S,8,] [si,6,e,] [«,6,e,]| 
U, = l[a,6,(s,] [«,6,6,] [a,e,e,]i 

(6, -|[9.®.gJ [!8,S,a,] [S.S.SJl 
S, - |[S,S>,a] [8,»,gJ [8,S,gji 

U, -l[s,a,gj [S.B.sj [S,»,gji. 

Da nun der Schmiegungsstrahl a^ auf dem Hyperboloid 
§(p> eine Erzeugende der einen Regelschar, IS^Stgl aber eine 
Erzeugende der andern Regelschar ist, so müssen sich ßj und 
iSlg^al begegnen, also muß der zu %^ gehörige Schmiegungs- 
punkt in der Ebene [^liSlaStg] liegen; ebenso muß auch der 
zu Stg und zu 3(g gehörige Sehmiegungspunkt in dieser Ebene 
liegen; dieselbe hat aber nur noch einen einzigen vierten 
Punkt 31 mit der Baumkurve gemein; wir schließen also: 

Ein Puuktetripel %%^%^ der Ranmkurve Cf hat 
die charakteristische Eigenschaft, daß die drei 
Schmiegungsebenen derselben sich in einem und 
demselben vierton Punkte der Raumkurve begegnen, 
in welchem die Ebene [SliSlaSlg] sie schneidet. 
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Da für das Punkletripel SBjSÖ^^s unmittelbar dicaelbo 
Eigenschaft einleuchtet, so schließen wir; 

Wenn man durch eine C'/^ ein Hyperboloid legt 
uüd von einem Punktetripel St^Sla^ls derselben auf 
drei Erzeugenden einer und derselben Regelschar 
des Hyperboloids \^,^^\ \%^^\ \%^^\ zu drei neuen 
Punkten % S^ Sö^ der Cf> gelangt, so bilden auch 
diese ein Punktetripel der Gl*', d.h. besitzen die vorige 
charakteristische Eigenschaft. 

.Hierausfolgt nun, daß auch ©,©2©^, ^©a®«, ^^®Sä 
und Si&sSa Punktetripel der Cj.*' sein müssen, d, h. die- 
selbe charakteristische Eigenschaft besitzen. Man findet die 
Sehmiegungsp unkte ?( SS zu den Tripeln WiStäStg und ^^^gSSg 
selbst als die gemeinschaftlichen Schnittpunkte je dreier 
Scbmiegungsstrahlea 

und daraus die Sehmiegungaebenen 

Da die Punkte 6^ S^ ®g als die vierten Schnittpunkte 
der drei Ebenen mit der ßaumkurve auftreten, welche man 
erhält, wenn man den Pimkt Sl^ mit den drei Seiten IS^^ßgl 
l®3®il 1^1 ^sl eines Punktetripels ^.Söa^s ^lurch drei Ebenen 
verbindet, so schließen wir: 

Wenn man mit einem Punkte der C'}** die drei 
Seiten eines Punktetripels durch drei Ebenen ver- 
bindet, so sehneiden dieselben die (7|*' zum vierten- 
mal in drei Punkten eines neuen Punktetripels. 

Ebenso lesen wir aus den auf S. 20 konstruierten Tan- 
genten ^a^ fuij %j den Satz ab: 

Wenn man die drei Tangenten der C<*' in den 
Punkten eines Tripels mit einem andern Punkte der 
Raumkurve durch drei Ebenen verbindet und die 
vierten Schnittpunkte derselben mit der Cj'" be- 
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bestimmt, so bilden dieselben ein neues Punktetripel 
der Raumkurve. 

Niuinit man zum Projektionspuiikt, von welchem die 
Seiten eines Punktetripels (oder die Tangenten in den 
Punkten eines Tripels) auf die Raumkurve projiciert werden, 
der R«ihß nach die drei Punkte eines zweiten Ti'ipels, so 
erhält man alle drei Mal dasselbe dritte Punktetripel, nur 
in cyklischer Reihenfolge. 

Daraus, daß die Sekante |SBiEi| der Cf'> mit den drei 
Punkten S^j^^^s ^^^^^ Tripels verbunden drei Ebenen liefert, 
welche der Cf> zum viertenmai in drei Punkten g^läaläa eines 
neuen Tripels begegnen, schließen wir: 

Wenn man eine Sekante der C|*' mit den drei 
Punkten eines Tripels durch drei Ebenen verbindet, 
welche der C'f in drei neuen Punkten begegnen, so 
bilden diese ein zweites Tripel der Raumkurve. 

An Stelle der Sekante kann man natürlich a\icli eine 
beliebige Tangente der Raumkurve nehmen, Ist ein Punkte- 
tripel der Raumkurve 9I,St2§l3 einmal ermittelt, so kann man, 
um ein zweites ^BiSS^SB^ derselben zu finden, einen Punkt S8^ 
auf der C|*l willkürlich wählen, die beiden Übrigen Punkte 
SSg und SBg sind dann vollständig und eindeutig bestimmt 
und werden erhalten, indem man l^i^il zieht (oder |9IaSi| 
oder ISCgSSil), durch diese Sekante \%J&,\ und die Cfl das 
einzige Hyperboloid legt und auf demselben die beiden durch 
Stg und %^ gehenden Erzeugenden derselben Regelschar des 
Hyperboloids, welcher l^tiS,] angehört, nimmt; diese werden 
dann der C"*' in den beiden Übrigen Punkten des Tripels begegnen. 
Um nun auf einer gegebenen Cf^ ein Punktetripel SliSt^Stg 
zu ermitteln, nennen wir den vierten Schnittpunkt % der 
Ebene [SliSt^^s]! i*^ welchem sich die drei Schmiegungsebenen 
der Cf in diesen drei Punkten schneiden, „den begleiten- 
den Punkt" der Ebene des Tripels [?l,SlaSIs]- Projicieren wir 
von 31 aus die Cfl durch einen Kegel 3t'^' (Seite 11) und 
durchsehneiden den Kegel W''' mit einer beliebigen Trans- 
versalebene, so erhalten wir in derselben eine allgemeine ebene 
Kurve dritter Ordnung S'^'; diese hat bekanntlich im all- 
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gemeinen neun Wendepunkte, von der aller nur drei in einer 
Geraden s liegende Wendepunkte Wi IP^ ID3 reell sind.* 

Die drei Wende tangenten in to^ Wg Wg geben mit Sl ver- 
bunden drei Ebenen, deren jede der Cf) in drei zusammen- 
fallenden Punkten außer in 91 begeguen muß; diese drei 
Punkte 91, %2 ®3 lieben also zu Schmiegungsebenen die drei 
Ebenen \%t^J [Eft„J [St;,„J, und da W^ Wa Itj in einer Ge- 
raden s liegen, so wird die Ebene \%s] der Cj*' in den drei 
Punkten St^ SI2 Sl^ begegnen, die ein Punktetripel der Raum- 
kurve bilden, für welches St der begleitende Punkt ist. 

Wir haben also ein reelles Punktetripel auf der gegebenen 
C<*) gefunden nnd können aus demselben in der oben ange- 
gebenen Weise unzählig viele andere Punktetripel ableiten. 
Zu einem beliebigen Punkte % der Cj*' als begleitendem Ptmkte 
giebt es nur ein einziges reelles und völlig bestimmtes Punkte- 
tripel St^StaStg von solcher Besebaffeuheit, daß die drei Schmie- 
gungsebenen THj ra^ tHj sich in 9t, dem vierten Scbnittpunkte 
der Ebene [Sli^aStg] ^^^ ^^^ ^f begegnen. 

Aber auch umgekehrt giebt es zu einem willkürlich auf 
0^*1 gewählten Punkte St, nur zwei bestimmte übrige Punkte 
9la 9I3, die mit 9ti ein reelles Punktetripel der C^l bilden; 
denn man braucht nur die Schmiegungsebene im Punkte 91, 
an der C}*' zu legen, welche zum viertenmale der Kaum- 
kurve in 9i begegnet und durch [SIjSlj die einzige reelle 
Ebene zu legen, welche noch zwei reelle Wendestrahlen des 
Kegels 3t(^' enthält; diese schneidet Cf> in St^ und 9tg, den 
beiden übrigen Punkten des gesuchten Tripels 9l^9la9l3. (Es 
giebt allerdings, wie aus der Theorie der ebenen Kurven dritter 
Ordnung folgt, dareh den Schmieg ungsstrahl [9li9l| im all- 
gemeinen vier Ebenen der verlangten Art, von denen aber 
nur zwei reell, die beiden anderen konjugierfc-imaginär sind; 
von den beiden reellen Ebenen begegnet auch nur eine der 
0'f> in zwei reellen, die andere in zwei konjugiert-imaginären 
Punkten, sodaß es also in der That zu dem willkürlich ge- 
wählten Punkte 9(^ nur zwei reelle Punkte St^ Sl^ giebt, die 
* H. Schroeter, Die Theorie dev ebeneu Knrvea dritter Ordnnng, 
S. 235. 
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das Tripel %^\% der C|*' bilden.) Wir können also i3en 
Satz aussprechen: 

Es giebt auf der Cf nur ein System reeller 
Punktetripel, und jeder Punkt der Cj*' kann als Eck- 
punkt eines solchen Tripels gewählt werden; die 
beiden übrigen sind dann voUsbändig bestimmt. 

Hat man ein reelles Punktetripel St^St^Stg auf der ge- 
gebenen Gp ermittelt, so kann man das ganze System der 
übrigen aus demselben in zwiefacher Weise ableiten. Soll 58^ 
ein Eckpunkt eines zweiten Tripels der C'j*' sein, so lege 
man die Ebene [^iSfä^s] "id bestimme den vierten Schnitt- 
punkt ^ derselben mit der Oj*', dann werden die beiden 
Ebenen [^SCsSti] [^91, St^] der Raumkurve zum viertenmal in 
den beiden übrigen Punkten SSa^Sg des gesuchten Punkte- 
tripels begegnen (S. 26). Oder man ziehe die Gerade l^iStil 
und lege durch dieselbe eine beliebige Ebene, welche der Cj*' 
in den beiden übrigen Punkten 5ß und D begegne, deren Ver- 
bindungslinie s = |^D| man aufsuche; dann werden die 
beiden Ebenen [s^] [sSlg] der ßaumknrve zum viertenmal 
in den beiden übrigen Punkten S83 und S83 des gesuchten 
Punktetripels begegnen (8. 27). 

Wenn wir den gemeinsamen Seh miegungsp unkt 9t der 
drei Schmiegungsebenen 

als Eckpunkt eines neuen Punktetripels der Cj*' auffassen, so 
können wir die beiden übrigen Punkte dieses Tripels 91' 9t" 
ermitteln, indem wir durch |9t9t;| die besondere Ebene legen, 
welche mit t^i, zusammenfällt, dann ist die übrige Sekante 
|^D| nichts anderes als tm,, folglich müssen 

[hM . und [h,%] 
in den gesuchten Punkten 

9t' und 9t" 
der Cf> zum vierteumal begegnen. Wir können aber auch 
IStStal nehmen und durch diese Gerade die Sehmiegungs- 
ebene ra, legen, dann ist die übrige Sekante |^D| nichts 
anderes als %,, also müssen auch die Ebenen 
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Pa^Sts] und [ia.Sti] 
in den beiden geauehten Punkten der C<*' zum viertenmal 
begegnen; die Ebeae [V^tJ kann aber nicht durch W geben, 
denn sonst müßten sich die beiden Tangenten fm^ und t^ be- 
gegnen, und ihre Verbindungsebene würde noch den fünften 
Punkt 9t' enthalten, was widersinnig ist, folglich muß die 
Ebene [ig.Sla] durch St' und t^a,?ti] durch %" gehen; endlich 
sehen wir iu gleicher Weise ein, daß auch die Ebenen 
[k,\] und [(s,,StJ bez. 
die Punkte 9i' und 3t" 

enthalten müssen; folglich schneiden sich die je drei Ebenen 

(['i.a,] fca,l P«.«,])-«', 
(['«AI P..«J P».a,])-ä" 

in den Punkten 9t' 2t" der 0'**, welche mit 9t ein Punkfc- 
tripel der Eaumkiurve bilden. 

Wir machen schließlich noch auf die Analogie aufmerk- 
sam, welche zwischen diesen Eigenschaften der Punktetripel 
einer Cf* und den bekannten Beziehungen der konjugierten 
Punktepaare einer ebenen Kurve dritter Ordnung S'^* ob- 
waltet. Für die Ä'^' heißen zwei Punkte, die denselben 
Tangentialpunkt haben, d. h. deren Tangenten sich in einem 
und demselben dritten Punkte der S<^* begegnen, ein Paar 
konjugierter Punkte der Kurve, und man leitet durch Pro- 
jektion aus einem Paare weitere ab. Für die Cj.*' heißen 
drei Punkte, die denselben Schmiegungspuukt haben, d. h. 
deren drei Schmiegungsebenen sich in einem und demselben 
vierten Punkte der Cf> begegnen, der noch dazu iu der Ebene 
der ersten drei Punkte selbst liegt, ein Punktetripel der 
Raumkurve, und wir haben aus einem solchen Punktetripel 
durch Projektion das ganze System derselben abgeleitet in 
mehrfacher Weise. Bei der S'^' bestimmen drei von ein- 
ander unabhängige Paare konjugierter Punkte die ganze S!*^'; 
die Cj*l wird aber schon vollständig und eindeutig bestimmt 
durch zwei ihrer Punktetripel (Seite 18). 

In der That vertritt ein Punktetripel vier einfache Be- 
stimmunga stücke für die Cp, indem zu den drei Punkten 
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desselben noch die zwischen ihnen obwaltende Bedingung 
hinzutritt. Denn zwei Punktetripel vertreten die zur Bestim- 
mung der Cj*' erforderlichen acht einfachen Bedingungen 
(Seite 4). Wenn wir zur Bestimmung der Cf> ein Punkte- 
tripel StjSt^Stj und noch vier willkürlich im Räume an- 
genommene Punkte 

12 3 4 
geben, so kann die Cf'> auf folgende Weise konstruiert werden: 
Da das Punktetripel %^%^%^ der Gf die Eigenschaft 
hat, daß das Hyperboloid, welches durch die Sekante |2[a?lgl 
und die Raumkurve gelegt wird, gleichzeitig die Tangente 
ia, der Cj*' im Punkte %^ als Erzeugende derselben Regelschar 
besitzt, zu der \%%\ gehört (S. 24), und da \%^%\, wo St den 
zu 9lj gehörenden Sehmiegungspunkt bezeichnet, der andern 
Regelschar dieses Hyperboloids angehört (S. 25), so wird in zwei 
projektiven Ebenenbüscheln, die zn Axen [SlaStsI und ^ haben, 
und deren entsprechende Ebenen sich in den Punkten der 
Gf> begegnen, der Ebene [Stä^a^il ^^^ einen Ebenenbüscbels 
die Ebene [%^?l] des andern entsprechen. Wir bilden also 
das Büschel der vier Ebenen 

|3tä§t3|(12 3 4), 
ziehen durch Slj die vier Strahlen 

K,(i 2 3 4) 
und suchen einen solchen Strahl durch Stj, der die Eigen- 
schaft besitzt, daß die vier durch ihn und die Punkte 12 3 4 
gelegten Ebenen dasselbe Doppel Verhältnis haben, wie die 
Ebenen des Büschels |3tjSlg|(1234). Der Ort dieses ge- 
suchten durch %^ gehenden Strahles ist ein bestimmter Kegel 
911^1 zweiter Ordnung, welcher durch die vier Strahlen 

\%\\ \%2\ 1S[,3| |3t,4l 
hindurchgeht und das gegebene Doppelverhältuis faßt. Seine 
Konstruktion liefert das bekannte Chaslee'sche Problem der 
Projektivität, dessen Lösung auf S. 5 ff. angegeben ist. Auf 
diesem Kegel St*^^' giebt es nur einen einzigen bestimmten und 
leicht konstruierbaren Kegelstralil x^ von solcher Beschaffen- 
heit, daß für jeden beliebigen andern Eegelstrahl x die Pro- 
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jektivität erfüllt wird xix,12S^) 7\ \^^%\(ß,12Si). Man 
brauebt nur einen beliebigen Kegelstrabi 3; des vorigen Kegels 
W^^ zu nehmen und diejenige Ebene durch x zu legen, welche 
in dem Ebenenbüschel x(l2B4) entsprechend ist der Ebene 
[StäStB^tJ in dem Ebenenbüschel \%%\(12Z4:). Diese Ebene 
■wird den Kegel 9(*^> in dem gesuchten Kegelstrahle Xj zum 
zweitenmal schneiden. 
Dann ist 

die Tangente der gesuchten C|*' in dem Punkte St^, imd die 
beiden projektiven EbenenbOschel 

\%%,\(12S4:) 7\ %,(1234) 
erzeugen ein Hyperboloid, welches die ganze C|*> enthält; 
die Ebene durch (51,1 welche der Ebene [StaStjSIj] des ersten 
Ebenenbüsehels entspricht, wird die Schmieg 11 ngs ebene im 
Punkte Slj der Cp sein. Vertauscht man St^ mit St^ oder ^3, 
so erhält man auf gleiche Weise zwei andere Hyperboloide, 
und alle drei schneiden sich in derselben gesuchten Raum- 
kurve Cf>, die schon durch zwei von ihnen bestimmt wird. 
Hieraus geht nun hervor, daß ein Punktetripel zur Be- 
stimmung einer C|*' äquivalent ist mit vier beliebigen unab- 
hängig gewählten Punkten derselben, also zwei Punktetripel 
mit acht Punkten, die zar Konstruktion der C^ erforder- 
lieh aind. 



§ 6. Tetraeder, die der CT' embeschrieben sind, und deren 
Seitenflächen ihr in vier anderen Punkten einer Ebene 



Nehmen wir drei beliebige Tripel 

%^%%„ SB.SSaSa, <&,%% 
auf der C}*' an (die nicht mehr willkürlich gewählt worden 
dürfen, da ja die ßaumkurve schon durch zwei derselben be- 
stimmt wird; auch ist das dritte Punktetripel 61K2S3 nicht 
zu verwechseln mit dem gl eich bezeichneten auf S. 19, welches 
durch die beiden ersten vollständig bestimmt ist), dann läßt 
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sich durch folgende je drei Strahlen immer du Hyperboloid 
legen, welches die ganze C|*' enthält (8. 18): 



ISljSS, 



193,© 



\%,'S,.,\ 



isla«/ 



wir haben also neun Hyperboloide, welche durch dieselbe 
Raumkurve Cj*' gehen. 

Legen wir nun die Ebene [Sli^iSJ, so kann dieselbe nur 
üoch in einem einzigen vierten Punkte ©, der Gf begegnen, 
und weil ISljSßil der einen Regelsehav des ersten Hyper- 
boloids angehört, so muß l^i^il cler andern ßegelscbar 
desselben angehören (Seite 10), also auch den übrigen Er- 
zeugenden der ersten Regelschar desselben begegnen; daraus 
folgt, daß StaSÖaSjEi in einer Ebene, und auch StgBä©!®! in 
einer Ebene liegen. 

Andererseits geht die Ebene [SIi^iSJ auch durch die 
Erzeugende ISt^fS^j des vierten Hyperboloids, folglich muß 
|«iS)i] der zweiten Regelschar desselben angehören, also 
müssen SIsSs^Ö^S^ und SlgSä^iSli in je einer Ebene liegen. 
Endlich geht die Ebene [Sli^ißJ durch die Erzeugende \^,'&y\ 
des siebenten Hyperboloids, also müssen auch ^S^SgSIi®! 
und SS3®äS(^3)i in je einer Ebene hegen. Durch den Punkt 
3)i gehen also im ganzen neun Ebenen, da, wie in gleicher 
Weise sich ergiebt, auch [SlaSa^a] «"^1 [Sls^aSg] durch %^ 
geheiL Ebenso finden wir zwei andere Punkte ©^ und %^ der 
Cf>, durch welche je neun Ebenen gehen: 
[Sti^iS,] [St.SäSs] [SliSJae^]) schneiden sich in einem 
[81^99, Sg] [Sl^^aEa] [2l293ä®.]U'i^ demselben Punkte ®, 
[Slg«,®,] \_%^-AA V%%^i}\ ^^'^ '^i*'' 
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3io Eaumkucv 


[«.58,6.] 


[a,aA] 


[a,s,sj 


[a,8,s.] 


[«.»i6J 


[«.»AI 


[«,8,6,] 


[t,8,e,] 


[a,!8.(5,] 


[«,8,6,1 


[«,8,8,1 


[«.s,e,l 



! vierter Ordnung erster Species. 

[SijSgSJi selmeiiJeii sich in eiiiem 
[StäSSgllsU "Diä demselben Punkte 3).j 
[Sts^gSgll der 0|*l, 
[Stj^ÖgSs]) schneiden sich in einem 
[^93362] 1 «id demselben Punkte ®g 
[StaSÖs©,]) der C<« 

Diese drei jjeuen Punkte ®,®2®3 der C|*' bilden offen- 
bar ein viertes Punktetripel der Cj*', weil sie die vierten 
Schnittpunkte der Eaumkurve mit den drei durch die Sekante 
|?l^95i| und die Ecken des Tripels Siß^Ka gelegten drei 
Ebenen sind (Seite 27). 

Diese vier Punktetripel St^StsSt^, ^, ^,^„ ©^ S,e„ ©i®,®^ 
stehen in dem eigentümlichen Zusammenhange mit einander, 
daß ebenso, wie wir aus den drei ersten das vierte abgeleitet 
haben, auch aus ii'gend dreien von ihnen immer das vierte 
hervorgeht, v^ie aus der obigen Zusammenstellung unmittel- 
bar einleuchtet. 

Solche zwölf Punkte bilden eine derartige Kon- 
figuration auf der (7W, daß siezuje vieren in 27 Ebenen 
liegen, und durch jeden Punkt neun dieser Ebenen 
gehen. Verbinden wir jeden Punkt eines der vier 
zusammengehörigen Tripel Stj^SiEiSf (« = 1, 2, 3) mit 
jedem Punkte eines andern, so erhalten wir 9-6 = 54 
Gerade l; es liegen in jeder der 21 Ebenen s vier 
der 12 Punkte p und sechs Gerade ( (die Verbindungs- 
linien jener vier Punkte); durch jede Gerade l gehen 
drei Ebenen e, und auf jeder Geraden l liegen zwei 
Punkte ^1, während durch jeden Punkt p neun Gerade l 
und neun Ebenen £ gehen, so daß wir die Konfigu- 
ration in folgender Weise darstellen können:* 



* Ä. Ämeseder, Über KonfigurationeD auf der Raumknrve vierter 
Ordnung erster Species (Sitz.-Ber. der Wieaar Akademie d. 'WisaenBch. 
II. Abt. Jbrgg. 188S S. 1179.) 
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,„, 


{54] 


(21) 


» 


2(J 


4V 


9! 


* 


61 


<>e 


3 s 





Ein weiterer Zusammenhaüg dieser vier Punktetripel 
der Cj.*' ergiebt sich aus folgender Bemerkung: Nehmen wir 
die vier Punkte der Cf>, welche in einer beliebigen dieser 
27 Ebenen liegen, z. B. 

nnd lassen die Indices eyklisch fortschreiten 

§1, ö, (E, ®i, 
so erhalten wir vier neue Punkte, die nicht in einer Ebene 
liegen, sondern die Ecken eines der Gj*' eiubeschriebenen 
Tetraeders sind; suchen wir aber die vierten Schnittpunkte 
der C/j-*' mit den Seitenflächen dieses Tetraeders auf, so er- 
halten wir: 

ÄSg©,] begegnet der Cf im Punkte ®„ 

[?i,s33®j „ „ „ „ „ e,, 

[S5A»i] ,. ;, „ n ., 

und diese vier Punkte Sli^aSi^g liegen in einer Ebene, 
nämlich der zuerst gewählten. Wir haben also ein der CJ*' 
einbeschriebenes Tetraeder gefunden, dessen vier Seitenflächen 
ihr in vier neuen Punkten einer Ebene begegnen; lassen wir 
die vorigen Indices nochmals cjklisch fortschreiten, so er- 
halten wir die Punkte 

% Sß, ©3 %, 

welche nicht in einer Ebene liegen, sondern ein zweites der 

C<*' einbesehriebenes . Tetraeder bilden, dessen Seitenlläche 

[SlsSß.ej der Cf begegnet in %, 

[3I,95iS,] „ „ „ „ ©1, 

[SlgUgSa] „ „ „ „ SSj, 

[as.e^Sa] .,, „ „ „ %, 
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und diese vier Punkte liegen ebenfalls in einer Ebene, denn es 
sind wieder dieselben, von denen wir ausgingen. Wir haben also 
zwei der Raumkurve einbeschriebene Tetraei3er, deren Seiten- 
flächen der Cf'> in denselben vier Punkten einer Ebene be- 
gegnen. 

Es leuchtet ein, daß die gefundene Eigenschaft, zu der 
wir von einer beliebigen der 27 Ebenen ausgehend gelangten, 
für jede andere derselben in gleicher Weise gilt. Wir können 
also folgenden Satz aussprechen: 

Aus den Ecken der vier zusammenhängenden 
Puiiktetripel3(,SBie,.!Ci(*= 1,2,3) der C<*) lassen sich 54 
der Raumkurve einbesehriebene Tetraeder bilden, 
deren jedes die Eigenschaft hat, daß seine vier Seiten- 
flächen der (7j*i in weiteren vier Punkten begegnen, 
die in einer Ebene liegen. Diese 54 Tetraeder treten 
paarweise zusammen, indem für jedes Paar die sie 
begleitende Ebene (in welcher die Treffpunkte der 
vier Seitenflächen sich befinden) dieselbe wird. Zwei 
solche Tetraeder mit ihren acht Ecken und den ge- 
meinsamen vier Treffpunkten in der begleitenden 
Ebene erfüllen die ganze Gruppe der 12 Punkte 
3t;SSie,-©f(i= 1, 2,3); die 27 begleitenden Ebenen sind 
die sämtlichen in der vorigen Konfiguration ent- 
haltenen (Seite 33 und 34). 

Die vollständige Gruppe dieser 27 Tetraederpaare lautet: 

(Siaa^^e^^ä |§iaSs,©,s>2 isIiSöa^^ 
lats^s^eg^ 121,83,^,©, UaSöge,®^ 

|3isSS36,Sla l^^sISs^s piSS.ßäS's 
Wa^BA^a WiS8,ei®3 IStgSSilSaS), 
|S[2S8i(Ss3)j ISlgSSiSsSa |9liS8,ei®a 

UaSßsSiS)^ IstiS^eBBg Iaia8äes2)3 

j^taSBäß,®, («a^ä'Sa^B |SliSs*Sä®8 

lat^Saf^a®! (siiSaiSiS)! lst,«„eg®i 

(3(2^836^213 psSö^e.^g p/JSaSjSig 

IstBSö^ejSj WiSß.es^, Kse.eaS)^ 
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g G. Teti'aijder, die dpt CJ' einbc schrieben sind etc. o ' 

(StsSÖiSaSJa p3«i©^®3 piSSiUs®, 

l^taSaeg®! UiSöaiSs®, l^ss^Si^i 

maagaSa®! I^IgSSglSa®! [St,93,6,®i 

KgSBaSiSla lst,®3(5s% i?(a583©j©a 

(täSsSa^i |S(gS8ge:i®i p,583©s®i 

llaSBie^Sa IstiSBAS)^ UaSiei-Sa 

m,»,©,®! m^siiSs®! m,s,iS3®i 

IStaSsSa^ä IsE.Sia©,®, Ist^^ß^gg©,, 
und für jedes dieser Tetraedevpaare sind die übrigen vier von 
den gesamten zwölf Punkten diejenigen, welche in der gemein- 
samen begleitenden Ebene liegen. 

Jedes solehes Tetraederpaar besitiit auch die weitere 
Eigenschaft, daß die sechs Kanten des einen Tetraeders den 
sechs Kanten des andern begegnen, eine Lage, die wir als 
„anbeschrieben" bezeichnen können, so zwar daß, wenn eine 
Kante des einen Tetiaedeis emei Kante des andern begegnet, 
auch die Gegenkaute de'i ersten dei (regenltante des zweiten 
begegnen wird. 

Nehmen wir z. B. die beiden Tetraeder 

so begegnet die Kante des ersten j^tj^al *^°^' Kante des 

zweiten ISs^gl und auch die Gegeukante des ersten |®2S3ä| 

der Gegenkante des zweiten [StgSSgl, also treffen sich 

\%%\ und |6s®5|, lEa®^! und \%,Wi,\, 

\%(i.,\ und ISSbS^^I, l^Ba©,! und IStgSäl, 

\%-^,\ und ISÖbSbI, l^^al und \%%\, 

und dasselbe gilt für jedes der 27 TefcraSderpaare. 

Die Eigenschaft eines der Gf* einbeschriebenen Tetra- 
eders, daß die vierten Schnittpunkte seiner Seitenflächen mit 
der Raumkurve in einer Ebene liegen, ist analog der be- 
kannten Eigenschaft des Tripels einer ebenen Kurve dritter 
Ordnung £'^1, welches ein der ^1^' ein beschrieben es Dreieck 
liefert, dessen drei Seiten der ^'' in drei weiteren Punkten 
einer Geraden begegnen. 
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Ferner lassen sich die zwölf Punkte der vier znaammen- 
^ehorjgen Punktetripel «,8,6;®,- (i = 1,2,3) auf 27 Arten 
(u je vieren in drei Ebenen verteilen. Diese Verteilungen 
und folgende: 

[a,8,6,a,] [«,8,6,»,] [«,8,6,»,] 
[«,9,6,»,] [«,8.6,»,] [«.8,6,»,] 
[«,8,6,»,] [«,8,6,»,] [«.8,6,»,], 


[«,»,6,»,] [«,8,6,»,] 
[«,8,6,».] [«,8.6,»,] 
[«,8,6,».] [«.8,6,»,] 


[«,9,«,»,] 
[«,8,6,»,] 
[«,8,6,»,], 


[«,8,6.»,] [«,9.6,»,] 
[«,8,6,»,] [«,8.6,»,] 
[«,8,6,»,] [«,9,6,»,] 


[«,9,6,»,] 
[«,8,6,»,] 
[«,9,6,»,], 


[«,8,6,»,] [«,9.6,»,] 
[«,9,6,»,] [«,9,6,»,] 
[«,9,6,»,] [«,8,6,»,] 


[«,8,«,»,] 
[«,8,6,»,] 
[«,9,6,»,], 


[«,9,6,».] [«,9,6,»,] 
[«,9,«,».] [«,8,6,»,] 
[«,8,6,»,] [«,8.6.»,] 


[«,8,6,»,] 
[«,9,6,»,] 
[«,9,6,»,], 


[«,9,6,»,] [«,8,6,»,] 
[«,8,6,»,] [«,8,6,»J 
[«,8,6.»,] [«,8,6,».] 


[«,9,6,».] 
[«.9.6,»,] 
[«.9,6,»,], 


[«,8.6.».] [«,8,6,»,] 
[«,9.6.».] [«,9,6,»,] 
[«,8,6.».] [«,8,6,»,] 


[«,8,6,»,] 
[«,8,6,»,] 
[«,8,6,»,], 


[«,8.6,»,] [«,8,6,»,] 
[«,9.6,»,] [«,8,6,»,] 
[«,9,6,»,] [«,9,6,»,] 


[«,8,6,».] 
[«,8,6,»,] 
[«,8,6,»,], 


[«,8,6,»,] [«,9,6,»,] 
[«,8,6,»,] [«,8,6,»,] 
[«,8.6,»,] [«,8,6,»,] 


[«,8,6,»,] 
[«,8,6,»,] 
[«,8,6,»,]. 
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§ 6. TetvaiSdev, die der 0|*' einbesolirielieii sind ete. 39 

Da die aelifc Durchaclmittepuiiltte eines Ebenen paar es mit 
einer Cf) immer eine Gruppe yoü acht associierten Punkten 
bilden (Seite 4) , so lassen sieh aus den zwölf Punkten 
Sti^i©;®; (i = 1, 2, 3) in großer Anzahl Gruppen von acht 
associierten Punkten herausnehmen. 

Wir führen endlieh noch einen Zusammenhang an, in 
welchem die vier Punktetripel 3l,S5,©iS)v {i = 1, 2, 3) der Cf 
mit einander stehen; jedes derselben hat nämlich, wie wir 
wissen (Seite 25), die Eigenschaft, daß Beine drei Schmie- 
gungsebenen sieh in dem vierten Schnittpunkte der Ver- 
bindungsebene begegnen; nennen wir die Schmiegungspunkte 
dieser vier Tripel ?l5ßSS), so zeigt sich, daß dieselben in 
einer Ebene liegen. Dies folgt aus einem ßeye'ecben 
Satze : * 

„Wenn eiue Ebene der O'p in vier Punkten begegnet, 
so begegnen die vier Schmiegungsebenen in denselben der 
Cp in vier neuen Punkten, die wiederum in einer Ebene 
liegen." Den Beweis dieses Satzes, der wiederum eine Ana- 
logie mit einer bekannten Eigenschaft der ebenen Kurve dritter 
Ordnung darbietet, behalten wir uns für den nächsten Parar 
graphen vor. 

Da, wie wir gesehen haben, die vier Punkte 

%{, ®, e, ®, 

der Oj.*' in einer Ebene liegen, und die vier Schmiegungsebenen 
in denselben der Gp in den neuen Punkten StSSE^ be- 
gegnen, so müssen also auch diese in einer Ebene liegen: 
Zu jedem der vier Punktetripel S{iSSie;S5> (i = l,2,3) 
gehört ein gemeinschaftlicher Schmiegungspunkt. 
Diese vier Schmiegungspunkte 9t S 'S X' liegen in 
einer Ebene; oder auch die begleitenden Punkte zu 
den vier Ebenen, welche die vier Punktotripel be- 
stimmen, liegen in einer Ebene. 

* Th. Reye, Sopra le curve gobbe di quart' ordine e prima apecie 
e i lovo punti d'iDteisezione con enperfloie di secondo grado (Ann. di 
Matcm. pur. ed. applic. Serie II tomo 11 pag. 122 eil 129). 
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40 Die Hauiiikiirvc vieiWv OraoMiig oi-stev Speoies. 

Umgekehrt sdiließen wir: 

Schneidet eine beliebige Etene die Cj.*' in vier Punkten 
21 ^ 'S S), und bestimmt man zn jedem derselben als Schmie- 
gungepunkt das zugehörige einzige reelle Punktetripel der C^^' 
(Seite 28), so siod solche vier Puuktetripel diejenigen, welche 
in dem oben auseinandergesetzten Znaammenhange stehen. 

§ 7. Die Eeye'sclien Satze über Gruppen von acht 
associierten Funkten auf der (J'f*. 
Wir haben gesehen (S. 5ff.), daß durch acht beliebig im 
Räume liegende von einander unabhängige Punkte die Raum- 
kurve C'f vollständig und eindeutig bestimmt wird; dagegen 
schneidet eine beliebige i^<^', die nicht die ganze Cf^ ent- 
hält, dieselbe im allgemeinen in acht Punkten, die nicht von 
einander unabhängig sind, sondern in dem Zusammenhange 
mit einander stehen, daß jede F'-^\ die durch sieben dieser 
Punkte geht, auch den achten enthalten muß. Solche acht 
Punkte bilden eine Gruppe von acht associierten Punkten, 
imd es giebt deren natürlich unendlich viele auf jeder Cf^\ 
insbesondere begegnen zwei Ebenen der Cf'> in zweimal vier 
Punkten, die zusammen eine Gruppe von acht associierten 
Punkten bilden, und umgekehrt: Liegen von acht associierten 
Punkten vier in einer Ebene, so müssen auch die Ohrigen vier 
in einer Ebene liegen. 

Durch acht associierte Punkte ist eine Cf nicht voll- 
ständig besiimmt, sondern es gehen durch dieselben oo^ 
Flächen j?'^' und oo^ Raumkurven Cp, nämlich die Schnitt- 
linien je zweier von jenen Flächen J'<^', und umgekehrt liegen 
zwei verschiedene C|*', die durch dieselben acht associierten 
Punkte gehen, immer auf einer F'^^'i. Unter den unendlich 
vielen Cf>, welche durch dieselben acht associierten Punkte 
gehen, giebt es auch solche, die ausarten in eine Gerade g 
und eine Raumkurve dritter Ordnung Cl Nennen wir 
aficbefgf) die acht associierten Punkte einer Gruppe, so 
läßt sich durch die sechs Punkte a i) c i e f eine einzige 
vöUig bestimmte C'^' legen und g^ durch eine Gerade <j 
verbinden; das Ensemble von ^C'^' bildet eine ausgea 
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§ 7. Die Eeye'seten Sätze übev Giuppen von acht assoc. Punkten etc. 41 

6'^*^, die durch die acht assocüerten Punkte geht. Das einzige 
völhg bestimmte Hyperboloid §'^*, welches durch die Gerade 
^ o= [gf)| und die Puukte a 6 c b e f gelegt werden kann, muß 
durch die ganze Raumkurpe [^G*^'! gehen, weil es mit ihr mehr 
als acht Punkte gemein hat; es geht also auch durch die ganze 
C". Jede durch g gelegte Ebene trifft die C*^' in drei Punkten; 
sie schneidet §'^> in einer Geraden l der aweiten Regelachar, und 
da l bereits einen Punkt der Raumkurve |(/0'^'| enthält, näm- 
lich den Schnittpunkt (gtj, so kann l nur noch einen einzigen 
zweiten. Punkt derselben enthalten, der auf der C^' liegen 
muß; die Gerade g muß daher der C*^' in zwei Punkten be- 
gegnen, d. h. eine Sekante der C', also eine gemeinschaftliche 
Sekante für die C'^* und jede beliebige üf aua dem Büschel 
sein. Wir schließen hieraus die theoretisch einfachste Kon- 
struktion (vgl. S. 4 Anni.) des achten Punktes einer Gruppe 
von assocüerten Punkten, sobald sieben derselben gegeben sind: 
Legt man durch sechs Punkte einer Gruppe von 
acht assocüerten Punkten die völlig bestimmt eil au m- 
kurve G'^> und durch den siebenten die einzige Se- 
kante derselben, so enthält dieselbe auch den achten 
Punkt der Gruppe. 

umgekehrt: Giebt man eine Cf> und legt durch sechs 
Punkte a b c b e f derselben die völlig bestimmte C'^', so haben 
die beiden Raumkurven noch eine Gerade g als gemeinschaft- 
liche Sekante, die der C**' in zwei Punkten j t) begegnet, 
welche mit a '6 C b e f einer Gruppe von acht assocüerten 
Punkten angehören. Cp und C'^' . liegen aber auf einem 
Hyperboloid §'^', da zwei Raumkurven vierter Ordnung, die 
durch dieselben acht Punkte gehen, immer auf einer jF'^' 
liegen; jg^l =g gehört einer Regelsehar dieses Hyperboloids 
an, welches durch die beiden Raumkuryen C' und Gj*' völlig 
bestimmt ist, während die Erzeugende l^gj sich verändert 
und eine ganze Regelsehar des Hyperboloids durchläuft. 
Wir schließen also; 

Jede durch sechs Punkte aficbef einer Gj*' ge- 
legte F'-^^ achneidet dieselbe noch in zwei weiteren 
Punkten j 1) einer Gruppe von acht assocüerten 
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Punkten; die veränderliche Sekante lEl)l^=i? durcli- 
läuft eine ßegelschar eines Hyperboloids, welches 
durch die ganze Cfi geht. 

Zieht man umgekehrt auf einem durch die Cf^ gelegten 
Hyperholoiil §'^' zwei ErEengeude derselben Eegelschar, welche 
in j^ und jjt)j der Raumkurve begegnen, legt man dann 
durch die beiden Punkte £ und l) eine beliebige i*''^', die 
nicht durch die ganze Raumkurve geht, sondern ihr im all- 
gemeinen in sechs weiteren Punkten a fi C b e f begegnen wird, 
die mit j^ eine Gruppe von acht associierien Punkten bilden, 
so müssen auch die acht Punkte a i c b e f Ji ^^ eine Gruppe 
von acht associievten Punkten bilden. Legt man weiter durch 
die beiden Punkte j^ und ^i eine neue Fläche Ff''>, die nicht 
durch die ganze Raumkurve geht, sondern ihr in sechs neuen 
Punkten a^ b^ Cj b^ E, f[ begegnen wird, die mit Ji^j eine 
Gruppe von acht associierteu Punkten bilden, dann müssen 
auch die acht Punkte a^ ii C^ b^ Ei fi E t) einer solchen Gnippe 
angehören; also gilt der Satz: 

Hat man auf einer (7j*' zwei Gruppen von je acht 
associierteu Punkten, und gehören sechs Punkte der 
einen Gruppe mit zwei Punkten der andern Gruppe 
einer neuen Gruppe von acht assoeiierten Punkten 
an, so müssen auch die übrigen beiden Punkte der 
ersten Gruppe mit den übrigen sechs Punkten der 
zweiten Gruppe eine neue Gruppe von acht assoeiier- 
ten Punkten bilden. 

Der obige Satz läßt sich auch so umkehren: Hat man 
auf einer Of^ eine Gruppe von acht assoeiierten Punkten 
Sl 2ti IJ q r pi c|i tj und legt durch die Gerade |?lWj| und die 
sechs Punkte f (1 r Px Pi ti das völlig bestimmte einzige Hyper- 
boloid §1^1, so muß dasselbe durch die ganze Raumkurve 
gehen. Legt man nun die Ebene [^JCjc], welche der Cf> zum 
viertenmale in Sß begegnen möge, und die Ebene [^^iHiTi], 
welche der C'f zum viertenmale in Sj begegnen möge, so 
muß auch |S33i| eine Erzeugende des Hyperboloids §*^* sein 
vmd derselben Regelschar, wie ISfStil, angehören; denn die 
aebt Punkte p C] r l^i C|i ti S Si bilden auch eine Gruppe von 
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acht associierten Punkten, weil sie in zwei Ebenen der Cf> 
liegen, oder, was dasselbe sagt, das Ebenenpaar [pqr] und 
[pjCfjrJ als eine besondere durch diese sechs Punkte gelegte 
Ji'f^l begegnet der öp in den beiden übrigen Punkten 95S8i 
der Gruppe. Durch SS giebt es aber nur eine einzige be- 
stimmte Erzeugende des Hyperboloids §1^*, welche derselben 
Eegelschar wie ]Sl9tj| angehört, und diese Erzeugende be- 
gegnet der C^f> noch in dem bestimmten Punkte SSj, Halten 
wir also die fünf willkürlich auf der Cf zu wählenden 
Punkte 9t 9t[ 15 C] r fest, verändern aber p^ q^ r^ (die ergänzen- 
den Punkte der Gruppe von acht associierten Punkten zu den 
ersten fünf), so wird das durch IStSI^j und die C<*' gelegte 
Hyperboloid fest bleiben, und da (J q r fest bleiben, auch S, 
mithin auch SSj, und die veränderliche Ebene [pi^iti] wird 
daher beständig durch den festen Punkt SB^ laufen; wir er- 
balten also den Satz: 

Legt man durch fünf willkürlieh gewählte Punkte 
einer C|*' alle möglichen F'^\ deren jede im allge- 
meinen noch in drei weiteren Punkten der Cj*' be- 
gegnet, so läuft die veränderliche Ebene, welche 
diese drei Punkte verbindet, beständig durch einen 
und denselben festen Punkt der Cf\ 

Legt man also durch aide einer Cj^' die i^l^>, welche 
außerdem in j tj j ihr begegnet, und ist D der vierte Schnitte 
punkt der Ebene [jllä] mit der Cf\ legt man alsdann durch 
jt)ä eine beliebige zweite F[^\ die nicht durch die ganze C'f^ 
läuft, sondern ihr im allgemeinen in fünf neuen Punkten 
Q^i^qb^e^ begegnet, dann wird auch jede durch aiiiC^bjCi 
gelegte J'(^' der Cj*' außerdem in drei Punkten J^ t)i äi ^^- 
gegnen, deren Verb in dungsebene [fi i)i Jj] durch D gehen muß; 
also werden die acht Punkte abcbeji^iäi eine Gruppe von 
acht associierten Punkten bilden, und wir erhalten den Satz: 
Hat man auf einer C'f zwei Gruppen von je acht 
associierten Punkten, und gehören fünf Punkte der 
einen Gruppe mit drei Punkten der andern Gruppe 
einer neuen Gruppe von acht associierten Punkten 
an, dann müssen auch die übrigen drei Punkte der 
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ersten Gruppe mit den übrigen füut' PunkteK der 
zweiten Gruppe eine neue Gl■v^ppe toii acht asso- 
eiierten Punkten bilden. 

Wenn wir durch fünf Punkte einer Cf alle i*'*^' legen 
und die jedesmaligen übrigen drei Schnittpunkte derselben 
mit Cf> durch eine Ebene yerbinden, die nach dem obigen 
Satze durch einen festen Punkt der Cf^ läuft, so können wir 
diesen Punkt den „Gegenpunkt" zu den gegebenen fünf Punkten 
nennen und umgekehrt scbließenj daß jede durch den Gegen- 
punkt gelegte Ebene der Cf in drei weiteren Punkten be- 
. gegnen wird, die mit den fünf gegebenen eine Gruppe von 
acht associierten Punkten bilden. Wenn wir durch sechs 
Punkte einer Cf> alle F'-^'> legen und die jedesmaligen übrigen 
beiden Schnittpunkte derselben mit Gf^ durch eine Gerade 
verbinden, so beschreibt diese Gerade eine Regelschar eines 
Hyperboloids (Seite 41), und umgekehrt wird jede Erzeugende 
dieses Hyperboloids der (7J*' in zwei Punkten begegnen, die 
mit den sechs gegebenen eine Gruppe von acht associierten 
Punkten bilden. 

Nehmen wir nun nur vier Punkte ti 6 C b der Cf au, 
iegen durch dieselbe eine F^^'>, welche ihr in vier weiteren 
Punkten S Q J t begegnet, legen dann eine beliebige andere 
F^^ durch J 1} ä t, die in weiteren Punkten Oj 6^ i, bj der C'f 
begegnet, und endlich durch a^ bj t^ b^ eine dritte i^^^>, die in 
den Funkten g^ ^j j, t^ der Cf> außerdem begegnet, dann 
haben wir drei Gruppen von je acht associierten Punkten 

a 6 c b t t) ä t 

E t) s t a, 6, Ci öl 

Q, i, c, bi£, l), äit.j 
und aus diesen folgt die vierte Gruppe von acht associierten 

^°'*'" S, l), äi l, « 6 t !)■ 

Denn schneidet die Ebene [t)ät] die Cf zum vierten- 
male in g', so ist j' der Gegenpunkt zu den fünf Punkten 
a & c b e; schneidet die Ebene [s't)ijj zum viertenmale die 
C<*> in t', so müssen, weil durch den Gegenpunkt g' die Ebene 
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a 6 C b J Qi gj t' 
eine Gruppe von acht asBOCÜerten Punkten bilden. Ea ist 
aber auch j' der Gegenpunkt zu den fünf Punkten 

wegen der zweiten Gruppe von acht associierten Punkten, 
folglich miiasen auch 

tti fii q \ % ^1 J, t' 
eine Gruppe von acht associierten Punkten bilden; da nun auch 

Ol *i Ci fai h i-h äi ^1 
eine Gruppe von acht associierten Punkten bilden wegen der 
dritten Gruppe, so gehören |jt'| und [j^til derselben Regel- 
schar eines durch die CJ*' gehenden Hyperboloids an, und 
da die beiden Punkte jt', in welchen diese Erzeugende der 
CW begegnet, mit a 6 C b ^, äi "inö Gruppe von acht asso- 
ciierten Punkten bilden, so müssen auch die beiden Treff- 
punkte 5i ti der andern Erzeugenden derselben Regelschar mit 
abcbt), ji eine Gruppe von associierten Punkten 

El l?i Si ^1 a 6 c b 
bilden, w. z. b. w. 

Wir können also den Satz aussprechen: 
Hat mau auf einer Cp> zwei Gruppen von je acht 
associierten Punkten, und gehören vier Punkte der 
ersten Gruppe mit vier Punkten der zweiten Gruppe 
einer neuen Gruppe von acht associierten Punkten 
an, HO müssen auch die übrigen vier Punkte der 
ersten Gruppe mit den übrigen vier Punkten der 
zweiten Gruppe eine neue Gruppe von acht asso- 
ciierten Punkten bilden. 

Wir können nun die drei vorhergehenden Sätze in den 
einzigen zusammenziehen: 

Hat man auf einer Cf zwei Gruppen von je 
acht associierten Punkten, also 16 Punkte, und liegen 
acht beliebige von diesen Punkten derart, daß sie 
eine neue Gruppe von acht associierten Punkten 
bilden, so müssen auch die übrig bleibenden eine 
Gruppe von aclit associierten Punkten bilden. 
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Ah ein specieller Fall dieses Satzes folgt: 
Schneiden drei Ebenen 

Kl die C<*> in den vier Punkten Cli ß^ Cig 0^ 
^1 ., ,. ,! „ „ „ 6, % % h 

?i n » » -.1 !> !> '^\ '^a 1^3 i^Jj 

und legt man die vier Ebenen 

[0,i),C,] \a^\i^^ [HsÖaCal [fli ■&.!(:,] 
(wobei die Zuordnung ganz willkürlich ist), bestimmt endlich 
die vierten Sehnittpimkte derselben mit der Cf 

\ Ö, % \, 
so bilden offenbar Oj \ Cj b^ 0^ 6^ c^ b^ eine Gruppe von acht 
aasociierten PunkteQj Og 63 Cj b^ a^ 6^ c^ b^ eine zweite Gruppe, 
Ui bi Qg b2 ''a ''s f 4 ^4 ^^^® dritte Gruppe, weil auch sie in einem 
Ebenenpaare liegen, folglich müssen nach dem vorigen Satze 
Ci bi c^ b^ C3 bg c^ b^ auch eine Gruppe von acht associierten 
Punkten bilden, und da CiC^CgC^ in einer Ebene liegen, so 
müssen auch 

b, b, % b, 
in einer Ebene liegen. Also: 

Begegnen drei Ebenen einerC*'"in je vier Punkten, 
und verbinden wir in irgend welcher Weise drei 
Punkte aus verschiedenen Ebenen durch vier neue 
Ebenen, die durch alle zwölf Punkte gehen, so liegen 
ihre vierten Treffpunkte mit der Cf^ in einer und 
derselben neuen Ebene. 

Lassen wir insbesondere a^ b, q in einen einzigen Punkt 
Ol zusammenrücken, so daß also [a, bj Cj] die Schmiegungs- 
ebene der Cf> im Punkte flj wird, ebenso U^ \ C^ u, s. f., 
so folgt: 

Schneidet eine Ebene « die Cf> in vier Punkten, 
so begegnen die vier Schmiegungsebenen in den- 
selben der Cf> zum viertenmale in vier neuen Punkten, 
die wiederum in einer Ebene Hegen. 

Lassen wir dagegen cii=bi, 0B=b2, a^ = by, a^=6j 
zusammenfallen, so folgt: 
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Zieht man in den vier Schnittpunkten einet Ebene mit 
der C'f> die vier Tangenten an derselben und legt durch jede 
Tangente eine Ebene, welche noch einen von den vier Schnitt- 
punkten einer zweiten Transversalebene mit der Cf> enthält, 
so begegnen solche vier Ebenen der C<*' in vier neuen Punkten 
einer Ebene; läßt man statt aller vier Punkte nur einige der- 
selben zusammenrücken, so ergeben sich andere speciellc Satze. 

§ 8. Punkt-Quadrupel auf der Cf\ deren Tangenten hyper- 
boloidisclie Lage haben, 

Wir baben gesehen (Seite 9), daß jede Erzeugende aus 
einer der beiden Begelscharen eines beliebigen durch die Cf^ 
gelegten Hyperboloids §'^* der Raumkurve im allgemeinen 
in zwei Punkten begegnet; es entsteht die Frage, wann ina- 
besondere die beiden Treffpunkte zusammenfallen, also die 
Erzeugende eine Tangente der Cf wird. 

Sei jSl^l eine beliebige Erzeugende des durch die Gf* 
gelegten Hyperboloids §'^*, und begegne sie der Cf in den 
Punkten 3t und S, oder auch umgekehrt, sei |S135| eine be- 
liebige Sekante der Cf^ und §'^i das einzige durch diese 
Sekante und die ßaumkurve gelegte Hyperboloid §<^> (Seite 10), 
dann können wir von 2t aus (oder von S5) den mit der Cj*' 
Perspektiven Kegel §1'^' dritter Ordnung durch dieselbe legen, 
von welchem |3IS| ein Kegelstrahl ist. Eine beliebige Trans- 
versalebene durchschneidet diesen Kegel in einer allgemeinen 
ebenen Kurve dritter Ordnung S'^\ auf der der Treffpunkt p 
des Strahles |21SB| mit der Transversal ebene hegt, und aus p 
gehen im allgemeinen vier Tangenten an die S^^' (außer 
der Tangente in p selbst); diese vier Tangenten mit 3t ver- 
bunden liefern vier Berührungsebenen des Kegels W*^, die 
durch den Kegelstrah! \%^\ gehen, und eine solche Be- 
rührungsebene muß der Cf> (außer in % und ^) noch in 
zwei zusammenfallenden Punkten begegnen, also eine Tan- 
gente der Cf enthalten. Da diese aber zugleich der zwei- 
ten ßegelschar des Hyperboloids ^^^ angehören muß, so 
schließen wir: 

Eine beliebige Sekante der Cf wird im allge- 
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meinen von vier Tangenten der Raumkurve getroffen 
(außer den beiden Tangenten in den Punkten, in welchen 
sie aalbat der Gf^ begegnet). Oder: 

Durch eine beliebige Sekante einer Cf gehen im 
allgemeinen vier Ebenen, welche dieselbe in einem 
weiteren Punkte berühren. 

Die vier Berührungap unkte nennen wir ein „Punkt- 
quadrupel" auf der Cf, also: 

EinPuüktquadrupelauf der (/(«besitzt die Eigen- 
schaft, daß die vier Tangenten der C'f' in diesen vier 
Punkten auf einem und demselben Hyperboloid lie- 
gen, welches durch die ganze Cf> geht. 

Gehen wir umgekehrt von einem beliebigen durch die 
Gf gelegten Hyperboloid aus und fassen ebenso, wie vorbin 
die Erzeugende [2liß| der einen Regelsehar, eine beliebige 
Erzeugende der zweiten Regelschar des Hyperboloids auf, so 
folgt der Satz: 

Die Gf berührt auf einem beliebigen durch die- 
selbe gelegten Hyperboloid im allgemeinen vier Er- 
zeugende der einen Regelsehar und vier Erzeugende 
der andern Regelsehar. Die Berührungspunkte bil- 
den zwei zusammengehörige Punktquadrupel. 

Bei zwei zusajnmengehörigen Punktquadrupeln gehören 
also immer die vier Tangenten der Gf> in den Punkten des 
einen Quadrupels der einen Regelsehar und in den Punkten 
des andern Quadrupels der andern Regelschar eines und des- 
selben durch die Cj*' gehenden Hyperboloids an. 

Aus dem bekannten Salmon'schen Satze, dafs das Tan- 
gentenquadrupel aus einem Punkte einer S**' an dieselbe ein 
Strahlbüschel mit unveränderlichem Doppel Verhältnis bildet, 
wenn der Mittelpunkt des Büschels sich auf der S^^' verän- 
dert (siebe Theorie d. Kurven 3. Ordu. Seite 68), folgt ein 
analoger Satz für die Cf>: 

Die vier Berührungsebenen, welche sich durch 
eine Sekante der Cf an dieselbe legen lassen, be- 
halten ein unveränderliches Doppelverhältnis, wenn 
die Sekante der Raumkurve sich beliebig ändert. 
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Da die vier Tangenten in den Punkten eines Quadrupels 
der Cf vier Erzeugende einer Regelachar sind und eine Er- 
aeugende der andern Regelschar in vier Punkten treffen, die 
dasselbe Doppel Verhältnis besitzen, wie die vier Ebenen, welche 
die vier Taageiiteii mit der Erzeugenden der zweiten ßegel- 
sehar verbinden, so können wir auch sagen: 

Legt man durch eine Sekante der Gf> die vier 
Berührungsebeuen an dieselbe, so treffen die vier 
Tangenten der Cfi in jenen Berührungspunkten die 
Sekante in vier Punkten, deren Doppelverhältnis 
konstant bleibt, wenn die Sekante der Eaumkurve 
sich beliebig ändert. 

Der bekannte Satz aus der Theorie der ebenen Kurven 
dritter Ordnung (a. a. 0. S. 109): 

„Legt mau aus einem Punkte der ebenen Kurve S'^' das 
Tangenteaquadrupel an dieselbe, so bilden die vier Berührungs- 
punkte ein vollständiges Viereck, dessen drei Diagonalpunkte 
anf der S^"> liegen und denselben Taugentialpunkt haben, 
wie der ursprüngliche Punkt", 

führt uns auf den Zusammenhang zwischen den acht 
Punkten oder zwei Punktquadrupeln, iu denen die Cf> je vier 
Erzeugende aus der einen und der andern Regelschar eines 
durch die Raumkurve gelegten Hyperboloids §<^' berührt. 

Nennen wir bei einem durch die Cf> gelegten Hyper- 
boloid die vier Erzeugenden der einen Regeischar 

h k 's k , 
welche die Cf^ in den Punkten 

t, U k k 
berühren, und die vier Erzeugenden der andern Regelschar 

t'l ti fs t[ , 
welche die C)'* in den Punkten 

t; ta ta U 
berühren, und legen wir die drei Ebenen [t^ia] [^ih] [^i^j 
so müssen sich dieselben in einer Geraden schneiden, welche 
Erzeugende der zweiten Regeischar ist, zu der t[i^taii, ge- 
hören. Diese Gerade sei s^; die Ebene [s^f,] wird dann die 
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Schmiegangeebene der Cf im Punkte t, sein (Seite 14). 
Legen wir andererseits aus tj den mit der Cf> Perspektiven 
Kegel dritter Ordnung tj% welcher offenbar t^ zu einem 
Kegelstrahle hat, so ist die Berührungsebene längs desselben 
auch die Sehmiegungsebene für t, (Seite 17), enthält also 
den Strahl Sj, wiid dieser muß der übrige Kegelstrahl seiu, 
in welchem jene Berühruugsebene den Kegel t{^> schneidet. 
Nun gehen durch den Kegelstrahl ij vier Berührungsebenen 
an den Kegel tf> 

[kti] [hi2] [tit',} [hm, 
welche längs den vier Kegelstrahlen 

|i,t;i !i.i;i ii.t;; |i,i,," 

berühren, und der obige Satz über die ebene ^^"^ zeigt uns, 
daß aneh die drei Schnittlinien 

ii.t.iaa, [t.taai 
iLiitaa, [titaa 
[t,t;t;j, [t.iaai 

dtei neue Kegelstrahleu sein müssen, deren Tangentialebenen 
alle drei durch denselben Kegelsti'ahl gehen, in welchem 
die Tangentialebene längs t^ zum andernmale den Kegel tp' 
schneidet, d. h. durch Sj. Durch Sj gehen aber außer der 
Sehmiegungsebene [s^t^] nur noch die drei Berührungs- 
ebenen [s^f^] [S[ y [Si^ an die Gf-'*, welche den Kegel tf' 
längs den Strahlen |titä| It^tgl [tjtil berühren, also können 
die obigen drei Schnittlinien nichts anderes sein, als diese 
drei Strahlen, d, h. 

utitaa, [titai]iE^=itit,|, 
utitita, [titstai^ititsi, 
iftitan, [tit2t3]| = |tit.ii, 

also liegen von den acht Punkten der beiden zusammen- 
gehörenden Punktquadrupel folgende je vier in einer Ebene; 
titstits, titätai, titgta;, titat^Ü, tit^tJU, tititats. 
Dies sagt aus, daß eine Ebene, die zwei Punkte des einen 
Quadrupels mit einem Punkte des zweiten Quadrupels ver- 
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bindet, uotwendig noch einen aaderen Puokt des letzteren 
enthalten muß. Nehmen wir daher die Ebene [tatgti], so 
muß dieselbe entweder ta oder ts oder ti enthalten; ta kann 
sie nicht enthalten, weil sonst die Ebene [tätäti] sowohl t^ 
als auch tj enthalten müßte, was nicht möglieh ist; die Ebene 
[tatati] kann ebensowenig tg entbalten, weil sonst die Ebene 
[tgtsti] sowohl tj als auch t^ enthalten müßte, was nicht 
mijglich ist, also muß die Ebene [tätatj] den Funkt tl ent- 
halten. Nehmen wir andererseits die Ebene [tafats], so kann 
dieselbe aus ähnlichen Gründen weder t[ noch tl enthalten, 
muß also ta enthalten. In gleicher Weise finden wir zusammen 
folgende sechs neue Ebenen, deren jede je vier Punkte, paar- 
weise aus den beiden Punktquadrupeln entnommen, enthält: 
iatsKtl, tststata, tat^tita, UUi'Al, hUi[i'., tatttstl- 

Wir sehließen also den Satz: 

Die acht Punkte zweier znaammengehörigen 
Punktquadrupel, d. h. die zweimal vier Punkte, in 
denen eine Cf je vier Erzeugende aus der einen und 
andern Regelsehar eines durch dieselbe gelegten 
Hyperboloids berührt, liegen zu je vieren in zwölf 
Ebenen, deren jede zwei Punkte aus dem einen und 
zwei aus dem andern Punktquadrupel enthält. 

Auch folgt hieraus unmittelbar, daß solche zwei zu- 
sammengehörige Punktquadrupel eine Gruppe von acht asso- 
ciierten Punkten bilden (Seite 40), 

Da die drei Ebenen 

lutsta;] [titatitsj [tst^taa 

sich in einem Punkte achneiden, durch welchen die drei 
Schnittlinien je zweier derselben laufen müssen, so folgt, daß 
die drei Strahlen 

!tit;i it,«i w,\ 

durch einen Punkt gehen; da aus dem gleichen Grunde aber 
auch jtitil liatgl jt^til durch einen Punkt gehen müssen, so 
sehen wir, daß alle vier Strahlen |titi| Ilatal Itgtä] |tit;| 
durch einen und denselben Punkt gehen. In gleicher Weise 
finden wir: 
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titil Itatsl Itgtal lUtäl gehen durch einen und dens. Punkt D, , 

|li«| |t,t;] |tsi;| it,«i „ „ „ „ „ „ D„ 

iit;i itrfi ii,f;i |ut;| „ „ „ „ „ „ d„ 
liiül it,«| |i,«| |t.t;i „ „ „ c.. 

Wir sehen hieraus: 

Die beiden zusammengehörigen Punlctquadrupel 
der Cf^ bilden zwei Tetraederj die auf vierfache Weise 
gleichzeitig perspectiv liegen, und die vier Perspek- 
tivitätscentra bilden selbst ein drittes Tetraeder, 
welches mit jedem der beiden ersten Tetraeder vier- 
faeh-perspektive Lage hat, indem die Ecken des an- 
dern die Porspettivitätscentra sind. 

Diese drei Tetraeder haben also die bekannte desmische 
Lage.* 

Die Punkte D^iOgOaDi im Itaume, welche wir auf diese 
Weise gefunden haben, stehen in einer ausgezeichneten Be- 
ziehung zur Cj** und sind unabhängig von dem durch sie 
gelegten Hyperboloid ^'^. Betrachten wir nämlich die in iDj 
sich treffenden vier Strahlen jtitij Itatsl \hi!i\ \ii,it\ und be- 
merken, daß die beiden Tangenten titi selbst sich begegnen 
müssen, weil sie den verschiedenen Rfigelscharen eines Hyper- 
boloids angeboren, so können wir von D^ aus einen Kegel 
zweiter Ordnung Op' legen, der durch diese vier Strahlen 
geht und längs des Strahles ]titi| die Ebene [hti] zur 
B er Ührungs ebene hat, wodurch dieser Kegel D{^' gerade 
bestimmt wird. Er hat aber, wie wir sehen, zehn Punkte 
mit der Eaumkurve C?j*' gemein, nämlich außer den beiden 
doppelt zu zählenden Punkten titi noch die übrigen sechs 
Punkte der beiden Punkt quadrupel, folglich muß der Kegel 
Op durch die ganze Raumkurve Cf gehen; in gleicher 
Weise erhalten wir drei andere Kegel O^^'O^^'O^^', welche 
durch die ganze C<*> gehen. Wir haben also das Resultat 
gewonnen : 

* C. Stephacös, Sur les sjatämes desniiques de trois tötrafedres 
(Bulletin des Sciences ina.tliömatiqnes 2" s^rie tome III, 1879, S. 424). 

H. Schroetec, Über eine Baumkurve vierter Oi-dnung und erster 
Speciea (Kroneckev'a Journal für Math. Bd. 93, S. 169), 
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Die Punkte OiDjOgDi sind die Mittelpunkte von 
vier Kegeln zweiter Ordnung, welche durch die ganze 
Eaumkurve Cf> gehen. 

Die Beziehung des Tetraeders OiD^DjOj ku einer be- 
liebigen durch die CJ.*' gelegten F'-^^ tritt nnmittelbar hervor, 
wenn wir bemerken, daß die vier durch D^ gehenden Strahlen 
|titi| llatsi \Uti\ jtitil der Cf>, also auch der durch dieselbe 
gelegten F'-^* in vier Punldepaaren begegnen, und daß rück- 
aiehtlich derselben die au O, zugeordoeten vierten harmoni- 
schen Punkte in der Polarebene des Punktes Dj in Bezug auf 
die F<^' enthalten sein müssen. Diese Polarebene enthält 
aber auch die Schnittpunkte 

(titj, tatO = Da, (tit3, tau) = O3, (titi, t,t;) = D^; 
sie ist also die Ebene [DaDjOj selbst, und dasselbe gilt für 
jede Ecke und die gegenüberliegende Seiteufläche des Tetra- 
eders DjDgDflDi, also: 

Das Tetraeder DjDaDgDi ist ein gemeinschaft- 
liches Polartetraeder für das Büschel sämtlicher F'-^\ 
die durch die Cf> gelegt werden können. 

Gehen wir zu dem anfänglichen Hyperboloid §<^> zurück, 
bei welchem t-^t^t^t^ der einen und tlt^titi der andern Regel- 
schar angehörten, so sehen wir, daß die Ebene [tiH] eine 
Berührungsebene desselben ist, welche den Punkt (*i(i) zum 
Berührungspunkte hat, und da Dj in der Ebene [tiQ liegt, 
so muß der Punkt (titi) in der Polarebene des Punktes Dj 
liegen, welche [Da^a^*] 's*! ^^ gleicher Weise erkennen 
wir, daß die vier Punkte 

(titi) (t^Ü) (tati) {Ut'^ in der Ebene fC^OsOJ = S,, 

{kri){hf;){hQ{yz) ,, „ „ [©10304] = ^a, 

(fi^) {hü) (kt[} (tj;) „ „ „ [OiDsDJ = STg, 
(fiQ {hti) {kt^) ikti) „ „ „ [OiDaO.J = ^4 
liegen müssen. 

Zwei beliebig gegebene Flächen F^' und F^^^\ als deren 
Schnittkurve die Cf auftritt, können im allgemeinen nicht 
mehr als ein einziges gemeinsames Polartetraeder haben; 
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denn ist das gefundene DiDjiDgDi ein solches, dessen gegen- 
überliegende Seitenflächeü EfiSf^^a^i ciie Polarebenen der 
Gegenecken in Bezug auf beide Ftächen i^p' und F^^> sind, 
und gäbe es außer Dj und seiner Polarebeiie 31^ noch einen 
andern nicht in der Ebene S^, liegenden Punkt Di, für den 
ebenfalls die Polarebenen in Bezug auf beide Flächen i^p> 
und F^^ in eine Ebene ^i zusammenüelen, so müßte jede 
durch I Ol Dil gelegte Ebene s die F^^^ und F^^^ in zwei 
Kegelschnitten durchschneiden, für welche sowohl D, und 
|si(£|, als auch Di und \wl£] Pol und Polare wären. Da aber 
Di nicht in der Ebene Vi^ liegt, also auch nicht in der 
Schnittlinie |^jf|, so müßten die beiden Kegelschnitte zwei 
verschiedene gemeinsame Polardreiecke haben, die keine Ecke 
und Gegenseite gemeinschaftlich hätten, was widersinnig ist. 
Wir sehließen also: 

Es giebt im allgemeinen nur ein einziges gemein- 
sames Polartetraeder DiD^DgDifür sämtliche Flächen 
F'-^^ des Büschels, welche durch eine gegebene Cj*' 
gehen, und die vier Ecken dieses gemeinsamen Polar- 
tetraeders sind die Mittelpunkte von vier Kegeln 
zweiter Ordnung, die sich durch die ganze CW legen 
lassen; es giebt also im allgemeinen auch nur vier 
solche Kegel.* 

Es läßt sich auch umgekehrt einsehen, daß jede Ecke 
des gemeinsamen Polartetraeders Mittelpunkt eines Kegeis 
zweiter Ordnung sein muß, der durch die ganze C|*> geht. 
Denn sei D^ ein solcher Punkt, dessen Polarebenen in Bezug 
auf zwei durch die Cj.« gelegte F,^) und F^'^ zusammenfallen 
in die Ebene STj, so wird ein Strahl, der O^ mit einem 
Punkte p der Cj*' verbindet, der Ebene ©j in einem Punkte § 
begegnen, so daß der vierte harmonische zu p zugeordnete 
Punkt p' (wo (DjSipp') ^ — 1 ist) notwendig auch auf der Cf* 
liegt; also jeder durch O, gezogene Strahl nach einem Punkte 
p der Cp bin muß ihr noch in einem zweiten Punkte p' 

* Poncelet, traite dea propi'iötös projeotives des flgures, l'aris, 
18S2, pag. 39ä. 
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begegnen. Durch die Sekante jpp'l geht aber nur ein ein- 
ziges bestimmtes Hyperboloid §'^*, welches die ganze Ranm- 
kurve enthält, und eine beliebige durch \pp'\ gelegte Ebene s 
begegnet der (7^** noch in zwei weiteren Punkten flipi, deren 
Verbindungslinie eine Erzeugende der zweiten Regel schar 
des Hyperboloids ist. Da nun die Ebene [plJ'pil^i] durch 
O, geht, weil Dl auf jpp'l liegt, und da der Strahl |Dil),| 
noch in einem zweiten Punkte pl der Cj*' begegnen muß, 
so ist (pp', pipi) = D, , d. b. eine Erzeugende der zweiten 
Begelschar begegnet einer der ersten in Oj, und da dies 
für alle Erzeugenden der zweiten Regelschar gilt, so laufen 
alle durch denselben Punkt, d. h. das Hyperboloid §*^' artet 
in den Kegel €)f^ aus. 

Da es nur ein Polartetraeder giebt, so muß dasselbe 
unabhängig sein von der Konstruktion y ermittelst zweier 
zusammengehöriger Punktqnadrnpel, durch welche wir zu dem 
Folartetraeder gelangten, d. h. wie wir auch das Hyperboloid 
^W durch die Oj*' legen, wir gelangen immer durch die an- 
gegebene Verbindung der Punkte des Quadrupels zu einem 
und demselben Polartetraeder. 

§ 9. Einige Eigenseliaften von Punktquadrupeln der Cj*' 

im Zusammenhange mit dem gemeinsamen Polartetraedor 

des BÜBOhela, dessen GrundkuEve Cj" ist. 

Nach Ermittelung des gemeinsamea Polartetraeders für 
sämtliche Flächen F^^^ des Büschels, dessen Grundkurve C|*' 
ist, können wir nun umgekehrt aus dem einzigen Poiartetra- 
eder DiDaD^O^ unendlich viele Punktquadrupel auf der 0|** 
ableiten und deren Zusammeuhang erkennen. Da die vier 
Strahlen 

It^OJ |t^D,| \t,0,\ |t,€j|, 
wie wir gesehen haben (Seite 51), der C|*' in den vier neuen 
Punkten 

ti ts tl ti 
begegnen, die ein Punkt quadrupel bilden, so folgt: 

Verbindet man irgend einen Punkt der Gf mit 
den vier Ecken des Polartetraeders, so erhält man 
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vier Strahlen, die der Gf allemal in vier neiien 
Punkten begegnen, die ein Panktquadrupel iDildeii. 
Da ferner die beiden Strahlen 

|tiOit;| und [taO^til 

in einer Ebene liegen, weil sie den Punkt ti gemein haben, 
so muß der Strahl Itit^l der Kante lOiOsI des Polartetra- 
eders begegnen. Aus den beiden Strahlen 
ItiDst^l und ItäDitäl, 

die in einer Ebene liegen, weil sie den Punkt ts gemein 
haben, folgt, daß jtitjl und IO3D4I sich treffen müssen; 
H,%\ ist also eine Gerade, die den beiden Gegenkanten 
jOjDjil und IOjiDjI des Polaitetraeders begegnet; in gleicher 
Weise sehen wir, daß auch It^tg] den beiden Gegenkanten 
ID^Dal und ID^D^I des Polarfcetraeders, und endlich, daß 
Itjt^l dem dritten Paare von Gegenkanten IO1D4I und IDgDgl 
des Polartetraeders begegnet. Wir schließen also: 

Zieht man aus einem beliebigen Punkte tj der Cj** 
die drei Geraden, weiche je einem Paare Gegenkanten 
des Polartetraeders begegnen, so treffen dieselben 
die (7|*' in drei neuen Punkten t^t^t^, die mit tj zu- 
sammen ein Punktquadrupel der Cj*l bilden. 

Wir sehen hieraus, wie zu einer Ecke eines Punkt- 
qoadrupels, welche beliebig auf der C|*' gewählt werden 
darf, die drei übrigen dazu gehörigen bestimmt werden 
können. Zugleich befinden sich die beiden Tetraeder 

titätati und O^DaDsD., 

in der eigentümlichen Lage, daß das Paar Gegenkanten 

[tita I und I tytjl den Gegenkanten | Di Dgl und ] D5D4J , 

|tit,| „ \tM „ „ lD,ä3s| „ iO,D,|, 

It.l*! „ !t,t,| „ „ |D,C,| „ lO.D^I, 

begegnet; eine solche gegenseitige Lage kann man „ange- 
schriebene" Lage zweier Tetraeder nennen. Wir können also 
den Satz aussprechen; 
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Ein beliebiges Puuktquadrupel der Gp bat zu dem 
Polartetraeder D^DgDgDi immer eine solclie Lage, daß 
jedes Paar Gegenkanteii des Punktquadrupols einem 
Paar Gegenkanten des Polartetraeders begegnet. 

Ziehen wir von einem beliebigen Punkte 58 der Gj*' die 
vier Strahlen |©Dil |5BiDä| |S8Da| ISSD^I, so begegnen die- 
selben der Cj*' io vier weiteren Punkten %^%2'^^'^^> '^^^ ^^^ 
Paoktquadrupel bilden (S. 55); nehmen wir dann einen be- 
liebigen zweiten Punkt 95' der Gf, so treffen die Strahlen 
ISB'Oil ISB'Oal IS'OsI IÖ'OjI die C]* ebenfalls in vier weiteren 
Punkten Sli^gStaSll, die ein neues Punktquadrupel bilden; 
da aber die fünf Punkte DiSBStiS'Si; auf Kwei durch d 
gehenden Strahlen, also in einer Ebene liegen, so muß auch 
|S8S5'| dem Sti-ahle |Sti3ti| begegnen, ebenso den Strahlen 
ISK^^lal, \%%\ und IStiSUj; wir erhalten also den Satz: 

Wenn man eine beliebige Sekante der Cf> mit 
den vier Punkten eines Punktquadrupels derselben 
durch vier Ebenen verbindet, so begegnen dieselben 
der Ranmknrve in vier neuen Punkten, die wiederum 
ein Punktquadrupel bilden. 

Wir können hiernach aus einem Punktquadrupel der 
Cj*l unendlich viele weitere ableiten. 

Aus dem Zusammenhange der beiden Punktquadrupel 
l^tatjtj und tititsti, in welchen die C|*' je vier Erzeugende 
aus jeder der beiden Regelscharen eines durch die CJ*' ge- 
legten Hyperboloids berührt^ folgt, da die vier Punkte titatjta 
in einer Ebene liegen, daß das einzige durch die Sekante 
[tjtjl und die Eaumkurve gelegte Hyperboloid auch [tita| zu 
einer Erzeugenden ihrer zweiten ßegelschar haben muß; das 
durch |t|tsl und die Cf gelegte Hyperboloid, welches mit 
dem vorigen identisch sein muß, hat nun, weil tjt2t3t4 in 
einer Ebene Hegen, auch die Gorade jt^t^] zur Erzeugenden 
der andern Regelschar, zu welcher Itit^j nicht gehört, also 
müssen 

lt,t,l und [t^t^l 
einer und derselben Eegelscbar eines durch die Gf^ gehen- 
den Hyperboloids angehören. 
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Bezeichnen wir nun die vierten Sehnittpunlrte der C<*' 
mit den Ebenen 

ll,t,U durch S, , 

|l,t,lj] „ %,, 

IVA} „ %, 

[l.t.t,] „ S.„ 
SO erkeimen wir, daß die beiden in t^ sich kreuzenden Er- 
zeugenden ans verschiedenen Regelscharen des Hyperboloids 

\t,U\ und \\%^\, 
die beiden in tg sich kreuzenden Erzeugenden aus verschie- 
denen Kegelscharen des Hyperboloids 

It^til und It.Sil 
sind; die Ebenen [titgXg] und [tjti^j] sind also Berührungs- 
ebenea des Hyperboloids in den Punkten t^ und t^, enthalten 
mithin die Tangenten t^ und t.^ der C<** in diesen Punkten, 
d. h, ihre vierten Schnittpunkte mit der C|*l sind die Punkte 
t^ und tj selbst. Wir erhalten also die Ebenen 

lt,t,t,X,] [t^tat.X,] 
und haben ferner die Ebenen 

diese vier Ebenen gehen durch die gemeinsame Sekante |t^t^| 
lind einzeln durch die vier Punkte t, tg t^ t^ eines Punkt- 
quadrupels; sie treffen znm viertenmale die Oj*' in ^g^jSjS^j, 
vier neuen Punkten, die nach dem obigen Satze (Seite 57) 
ein Punktquadrupel bilden müssen, also: 

Die vier Seitenflächen eines Tetraeders, dessen 
Ecken ein Punktquadrupel der Cj*' bilden, begegnen 
derselben in vier neuen Punkten, die wiederum ein 
Punktquadrupel der Gf' bilden. 

Auch dieser Satz gestattet eine Portsetzung, die von einem 
Punktquadrupel zu einer unbegrenzten Anzahl weiterer führt. 

Da wir gesehen haben (Seite 57), daß 
■.t.tsi und It^t,!, 
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d. h. ein Paar Gegenkauten eines Tetraeders, dessen Ecken 
ein Punktquadrupel der Cj*' bilden, notwendig zwei Erzeu- 
gende derselben Regelschar eines durch die ganze Cj*' gehen- 
den Hyperboloids sind, und jede durch ]tit;i gelegte Ebene 
der Cj*' in zwei weiteren Punkten §§' begegnet, deren Ver- 
bindungslinie !§§'! eine Erzeugende der zweiten Regelschar 
des Hyperboloids sein, also der Erzeugenden jtgt^l der ersten 
Regelschar begegnen muß, so folgt: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte § der 
CJ-*' diejenige Gerade zieht, welche einem Paar Gegen- 
kanten des von einem Punktquadrupel gebildeten 
Tetraeders begegnet, so wird diese Gerade allemal 
der 0|*' noch in einem zweiten Punkte §' begegnen, 
d. h. eine Sekante der fJj.*' sein. Oder: 

Die drei Paar Gegenkanten eines Tetraeders, 
dessen Ecken ein Punktquadrupel bilden, besitzen 
die Eigenschaft, daß jede Sekante der Oj*', die eine 
Kante des Tetraeders trifft, auch der Gegenkante 
desselben begegnen muß. 

Projicieren wir wieder von einem beliebigen Punkte 33 
der CJ*' die Ecken des Polartetraeders DjOgDgDj (oder 
was dasselbe sagt, die Mittelpunkte der vier durch die C'f^ 
gehenden Kegel zweiter Ordnung) auf die Raumkurve, so 
erhalten wir ein Punktqnadrupel ^tjSljS^gSl^; machen wir 
dasselbe von einem zweiten Punkte 95' der Cj*' aus, so er- 
balten wir ein zweites Punkt quadrupel Sti Staats Sil; da die 
beiden Strahlen 

so,a,i und jiBTiSt;; 

sieh in D, schneiden, so muß auch |SS8'| dem Strahle |S(|SCi| 
und ebenso \%%\, \%ä%\, \^i%i\ begegnen. Das Hyper- 
boloid, welches durch |S85B'| und die Raumkurvc gelegt 
werden kann, muß daher 

mx\ \%%2[ \%%\ \%%i\ 

zu Erzeugenden einer und derselben Regelschar haben. Wir 
können aber zu dem Punktquadrupel SliSJäStaSti auch auf 
die Art gelangen, daß wir |3tiDs| ziehen, welcher Sti-ahl der 
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Cf zum anderumale in S8" begegnen möge, daEU werden 
die Strahlen 

|«"D,| ,i8"0s| |S"D„! 

zum andernmale der Gf* in den drei übrigen Punliten 

St; %k Sts 
des zu 2ti gehörenden Punktquadrupels begegnen, folglich 
muß, da lOäSSlgl und |D2«"2li| sich in O^ treffen, auch 
[S35"| dem Strahle [S[ä9ti| begegnen; und aus gleichem 
Grunde muß |SS33"| den drei Strahlen \'ä^.%\, ISlsSU], \%Ms\ 
begegnen. Hieraue folgt, daß auch 

l^Äi ms?ii| \%s.'i\ |9t4?ts| 

einer und derselben Regelaehar des durch i9i58"| und die 
RaumkuiTe gelegten Hyperboloids angehören. Fahren wir 
so fort zu schließen, so ergiebt sich der Satz; 

Sind %^%M^%^ und %[%%i'&i zwei beliebige Punkt- 
quadrupel der Raumkurvc, so gehören 

19ti5t;| l?tä?tsi I^Wal \%i%l\ einer ßegelschar an, 

|3ti3t;| i?U2i;| \%Ml\ |§l4?ts| 

IStiSlal \'^^'^i\ 1^3?iil l^iSt^l 

iSli?tIl |9l23(s! ISts^i^l \%M[\ ,. „ „i 

die beiden aus den Punktquadrupeln gebildeten 



fache Weise hype 
er dadurch erhaltenen 
nze CfK 



Tetraeder haben also auf 
boloidische Lage, und alle > 
Hyperboloide gehen durch dit 

Da ein Paar Gegenkauten des ans einem Punktquadrupel 
%^%^%^%^ gebildeten Tetraeders 

\%,%.,\ und \%,%^\ 
immer zwei Erzeugende derselben Eegelschar eines durch die 
Gf^ gelegten Hyperboloids sind, und die von einem beliebigen 
Punkte %i der Gf* durch die beiden Gegenkanten gelegte 
Gerade eine Sekante der Raumkurve sein muß (Seite 59), 
welche zum andernmale in S8j treffen möge, so wird |9tiS9s] 
eine Erzeugende der zweiten ßegelschar des vorigen Hyper- 
boloids sein; möge die durch %[ und das Gegeiikantenpaar 
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l%,%\ und \%%^\ 
gelegte Gerade der Cf* in Si^ zum andernmale begegnen, 
und endlich die durch Sli und das Gegenkantenpaar 

|?Ii?{,| und \%%\ 

gelegte Gerade der C|*' in S9^ zum andernmale begegnen, 
und ziehen wir noch die Tangente % im Punkte 9(j der Cj*', 
so wird die Ebene [^lisrj der C].*' zum viertenmale in einem 
Punkte 58^ begegnen derart, daß jetzt die vier Ebenen 
[?t;ti31,S8,] [2[:Sti91.SBs] [§ti91i3U%J [SJSIiSt.S^], 

welche durch die gemeinschaftliche Gerade |2liSti| gehen 
und einzeln die Punkte %,%%% enthalten, der Cf in vier 
weiteren Punkten SöiSSä^gSS^ begegnen, die nach dem obigen 
Satze (Seite 57) ein Puiiktquii.drupel der ßaumkurve bilden 



Hieraus folgt zugleich, daß die vier Strahlen 

l^l^ll \%^2\ \%'^,\ l'^i'^il 

einer und derselben Regelschar «ines durch |?[i?Ii| und die 
Raumkurve gelegten Hyperboloids angehören. Legen wir nun 
die Ebene I9(i^a35j], welche der CJ*' zum viertenmale in SIj 
begegnen möge, ebenso die Ebene [^tj^tj^Sj], welche in 9ts, 
und [StiSta^j], welche in 311 die C|*l treffen möge, so werden 

m 9tä % % 
ebenfalls ein Punktquadrupel der C}*' bilden. 

Da nun ^i93i?lii; in einer Ebene liegen, so ist das 
durch ISliSIij und die Gf> gelegte Hyperboloid identisch mit 
dem durch |3l,SSi| und die Cj^> gelegten, und da auch?tiS8iMa2l2 
in einer Ebene liegen, so ist auch l^ta^aj eine Erzeugende 
dieses Hyperboloids, trifft also sämtliche ErKcugenden seiner 
zweiten Regelschar, zu der [StiSij gehört, also liegen in je 
einer Ebene die vier Punkte 

Weil nun die Sekante |2iäSSi,| der Kante \%%\ des 
Tetraeders 91,31,913 31. begegnet, so muß sie nach dem obigen 
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Satze (Seite 59) auch der Gcgeiikante IStiSI^I desselben be- 
gegnen, und fahren wir so fort zu achließen, so finden wir 
folgende Ebenen, ia denen je vier Punkte der (7|*' liegen: 

[9t;S(iS[i,SS,] [?tä9li9t,SÖi] [StgSti?!,®*] [9tIS(i^aSßa] 

[StiSt33(4«2] [Sla^tsWiSl] [%%,%4^i] [SIil3^i%] 

[%%i%'&t] [^2^i%^i] [^sSliSfä«,] [SUIi^SSi] 

[?t;tÄS3] [taSts^SS*] tSl3%Sti93i] [9i;§l2?tdS93] 

[^li^i^t^SBi] [Sta?ti2(4©3] [StBS[iS[493,] [Sl^SliSfiSSi] 

[?tj?I,^8S84] [^I^^IaSTsÖa] [St^^raStsSa] [SliSlaSlB^Bi] 

[9i;9ti§ti£6i] [%2%%^2'} [%%%^i>] [ausCiatiSöi]. 

Diese Zusamroenstellung läßt folgenden Satz erkennen: 
Sind 31^ 9t, ^tgSt^ und StiläStsaiawei beliebige Ptinkt- 
quadrupel der ßaumkurve, und zieht man aus jeder 
Ecke des einen Quadrupels die drei Transversalen, 
welche je ein Paar Gegenkanten des andern Quadru- 
pels treffen, so erhält man zwölf Sekanten der Uaura- 
kurve, welche zu dreien in denselben vier neuen 
Punkten St®a^3594der C^ zusammentreffen, die selbst 
ein drittes Quadrupel der C|*l bilden. 

Dieser Satz läßt eich auch ao aussprechen: 
Sind ^tiSIa^lgSii und ajSl^StaSU zwei beliebige Punkt- 
quadrupel der Raumkurve, und projiciert man von 
jeder der sechs Kanten des ersten Tetraeders aus 
die vier Ecken des zweiten auf die ßaumkurve, so 
erhält man allemal dieselben vier neuen Punkte 
SiSB^SSgaS^, die ein drittes Punktquadrupel der Cj*' 
bilden. 

Vertauscht man die beiden ursprünglichen Punktquadrupel 
mit einander, ao erhält man noch ein viertes zugehöriges 
Punktquadrupel SBiSöaSa^Bi. 

Wir bemerken noch, daß zwei beliebige Punkt- 
quadrupel der Cf im allgemeinen keine Gruppe von 
acht associierten Punkten bilden; denn da 
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?iJ3liS(aSs in einer Ebene liegen, und 
StsStaSt^SÖi „ „ „ „ , 

(Seite 62), so bilden die acht Punkte 

eine Gruppe von acht associierten Punkten (Seite 4Ü); da 
in gleicher Weise 

SlaSlaSIi^i in einer Ebene liegen, und 

MItiStsSBs „ „ „ „ , 

so bilden auch 

eine Gruppe von acht associierten Punkten. Würden nun 
auch die Punkte 

selbst eine Gruppe von acht associierten Punl^ten bilden, so 
müßten nach dem E-eye'schen Satze (Seite 41) sowohl |©i©2| 
als auch [Slfi^lII einem Hyperboloid angehören, welches durch 
die ganze Cf^ hindurchginge, und ebenso mßßten sowohl 
ISS3S1I als auch |31i?Ia| einem Hyperboloid angehören, wel- 
ches durch die ganze Cf' hindurchginge. 

Andererseits gehören aber auch ISli'^la] und jSIs^il einem 
durch die ganze Gfi gehenden Hyperboloid an (Seite 57), 
woraus folgen würde, daß alle vier Geraden 

|®i«3l l^aSil 19t;5l2l itaStil 
einem und demselben durch die ganze 0<*' gehenden Hyper- 
boloid angehören müßten. Dies ist aber unmöglich, weil 
die beiden Kanten des Polartetraeders 

jDjOJ und lOgD^i 

allen yier Geraden begegnen (Seite 57), also nicht ein Paar 
konjugierter Strahlen für das durch die Raumkurve gehende 
Hyperboloid sein könnten. 

In der vorigen Figur %Mi^i (i = 1, 2, 3, 4) treten auch 
Tetraeder paare auf, welche die bekannte Möbius'sche Figur 
zweier einander gleichzeitig ein- und u mb e s ehr i ebener Tetra- 
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eder bilden. Denn wählt man k. B. zu Ecken zweier Tetra- 
eder die Punkte 

3(i3ts3(;333 und ts^^«., 
so gehen die Seitenflächen derselben 



[Si,«.st;] 


durch 95^, 


[IlMXi 


durch ai^ 


[«la.s»,] 


„ a.;, 


[ajStiSBsi 


„ 31,' 


[«.«;».] 


» si», 


[a.a;s,] 


„ »1 


[«.««,] 


„ *, 


[a.«.8,] 


„ a> 



also die Seitenflächen des ersten gehen durch die Ecken des 
zweiten, und die Ecken des ersten liegen in den Seitenflächen 
des zweiten. 



Solcher Tetr 

|a,s(,a 
la,a,a 
ja,a,a 
ia,«t,s 
ja,a,a, 
laAä, 
ia,a,» 
ISaa.« 
jaia,«, 
la,a4a, 
j«ia,tt 

j8ti3t.a, 
ia,a,a; 



■aederpaare erhalten wir 24, 



iaia,a;a, 
la,«.««, 
ja,a,a;a. 
laia^aja, 

(«iWsWiB, 

(«.«.aiSB, 
(a,a,«;sB, 
la,a4a;!8, 
ja,a,a;a. 
Ia,a.a;s8, 
|a,a,a;sBj 
Ia,a4a;s8. 
j«ia,a;i8, 
lst,a,a;Sj 
ja,a,a;!8, 
la*«;». 



(ai«ia, 



ia,a,a, 



jaia.,a, 
ia!a,a 
la,«.« 
|a,a,« 
(a,a.a, 
ia,a,a 
(a,a.a; 
Wza.a, 
(a,a4a, 



Ferner wissen wir, daß die Taugenten der Cf^ in den 
Punkten eines Quadrupels einer itegelschar eines Hyper- 
holoids angehören, welches durch die ganze Raumkurvc 
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geht; ist also SijStgStsSl^ ein PunHquadmpel der Cf'>, und 
nennen wir die Tangenten ia diesen Punkten 

80 gehören t^,hj%h, einer Regelschar eines durch die C<*' 
gehenden Hyperboloids an. Da mm nach dem Obigen (Seite 
61) die vier Punkte 

in einer Ebene liegen, so ist |9li^il eine Erzeugende der 
zweiten Begelachar desjenigen Hyperboloids, welches durch 
|9(^§ti|=% und die Cf' gelegt werden kann und dadurch 
schon bestimmt ist; folglieh muß jSfiSS^j auch den Erzeu- 
genden iaifsji«, begegnen; und aus gleichem Grunde wird 
|9isSß2| auch (a, ia/a, begegnen u. s. f. Wir haben daher 
folgende Ebenen, in denen je vier Punkte der C^ liegen: 

[9t;sti3(iöii [a;%%Sij [.3i;3t3?t»ssi] [3(;9[43(4a5i] 

[SiaStiWiffi,] [Stä9Ig^,932] [2(s?l3?l3®a] [ätäSJ^aSs] 
[t3?(i?li«3] r^taSl.Stä^s] [^3913^3933] [Sta^tiSttSSa]- 

i%i%%,^i] [%%2%^i\ [%%%l>^i\ \%i%%^i\. 

Hieraus folgt, daß ]§(i«i| \%^s\ \%^A \^^^4 einer und 
derselben Eegelsehar eines Hyperboloids angehören, deren 
anderer Regelsehar t^J%J^ii^tn, angehören. Dieses Hyper- 
boloid ist aber, da StiSlaSl^Sti ein ganz beliebiges Puukt- 
quadrupel der C**' war, auch ein ganz beliebiges, durch die 
ßaumkurve gelegtes Hyperboloid, Wir können also folgen- 
den Satz aussprechen: 

Nimmt man auf der E-aumkurve ein beliebiges 
Punktquadrupel {%i%%i%) und legt durch die CW 
ein beliebiges Hyperboloid; zieht man von %i%2%ii'^i 
vier Erzeugende aus einer und derselben von den 
beiden Regolscharen des Hyperboloids, so begegnen 
diese vier Erzeugenden der C|*l in vier neuen Punkten 
(SS,953S8aaJ4), die ebenfalls ein Quadrupel der B.aum- 
kurve bilden. 
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Auch folgt der Satz: 

Nimmt man auf dec Raumkurve ein beliebiges 
Punktquadrupel (^i%%%) und legt ducch diese viec 
Punkte und eine beliebige Tangente %, der C|*' vier 
Ebenen, so schneiden dieselben aus der C|*> vier 
neue Punkte SSiSßg^Qg^B^ aus, welche wiederum ein 
Punktquadrupel der Raumkurve bilden. 

Dieser Satz ist nur ein spocieller Fall eines früheren 
(Seite 57). 

Gehen wir nochmals aus von einem beliebigen Pnnktqua- 
drupel der Cj*', d, h, von vier Punkten 

ti k k ti, 
deren Tangenten an der Raumkurve 

'i 'a i^ k 
einer und derselben Regolschar eines durch die Of' gelegten 
Hyperboloids angehören, dann können wir durch jeden der 
vier Punkte t^ t^ tj t4 die Erzeugende der zweiten Regelschar 
dieses Hyperboloids konstruieren: 

h Sg S3 Sj 
und erhalten diese vier Erzeugenden alw die Schnittlinien 
je dreier Ebenen; 

s, -i[t,« [t.y 1.1, y: 
% = !&<,] [t.U IVA 

Da nun in dem durch die Tangente t^ und die Cj*' gelegten 
Hyperboloid fj und s^ die beiden in tj sich kreuzenden Er- 
zeugenden sind, so ist die Ebene [ijS,] die Schmiegungs- 
ebene im Punkte t^ der Cf> (Seite 14), also erhalten wir 
die vier Seh miegungs ebenen in den Punkten des Quadrupels 
., - [s.tj 

z, - [»,y 
t,-[ä,y 

und die Geraden s^s^s^Si sind die zu den Punkten tit^tgt^ 
gehörenden Schmiegungsstrahlen (Seite 14), deren jeder noch 
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einea zweiten Punkt der Cf^ enthält, näralicb den zuge- 
hörigen Schmiegungspunkt; nennen wir diese vier Scliniie- 
gungspunkte 

% % % 2:,, 
welche hez. auf 

s^ Sa Sa S4 
liegen, so sehen wir, daß nicht allein die Ebene t^ == fA''*j] = 
l^i^i^i] ^^^ vierten Schnittpunkt %^ hat, sondern auch, weil 
i, und Sg sich begegnen, 

die Ebene [f.tg] den vierten Schnittpunkt X^ hat, 

„ „ P,y „ „ ,. %, „ , 

Da nun t^tätyt^ ein Punktqnadrupel bilden, ro uiÜKaen nach 
dem vorigen Satze (Seite 65) 

ein zweites Punktquadrupel bilden, also: 

Wenn man in den vier Punkten eines Quadru- 
pels der Cfi die Seh micgungs ebenen konstruiert, 
deren jede der Cf noch in einem vierten Punkte be- 
gegnet, so bilden diese vier neuen Punkte wieder 
ein Punktquadrupel der Raumkurve. 

Weil ferner die Geraden t^ und s^ als Erzeugende ver- 
schiedener Regelseharen des Hyperboloids sich treffen, und 
die Ebene \t^s^ der C« in den Punkten tstgti^i begegnet, 
so muß ein Hyperboloid, welches durch die Sekante [tital 
und die Raumkurve gelegt wird, auch [ta^^jl zur Erzeugenden 
der andern Regelschar haben; ein solches Hyperboloid hat 
aber auch, wie wir wissen (Seite 67), die Gerade It^t^l zu 
einer Erzeugenden der ersten Regelschar, also muß auch 
It^til der jt^S^il begegnen, d. h. die Ebene 

muß zum viertenmale der Cf'' in dem Punkte jE^ begegnen; 
in gleicher Weise sehen wir: 

[tgtgtj begegnet der Cfi noch in %^, 

[t,t,U „ „ „ „ „ %., 
ftt,y „ „ „ „ „ s„ 

Bit.« „ „ „ „ ,, %t; 
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es sind also die zu t^tgtjt^ zugehörigen Sclimieguagspiinkte 
%1%2'^s^i nichte anderes, als die vierten SehnittpUDkte der 
gegenüberliegenden Seitenfläelien des Tetraeders, welches das 
Punktquadrupel zu Ecken hat, und von diesen wissen wir 
bereits aus einem früheren Satze (Seite 58), daß sie ein 
neues Punktquadrupel bilden. 

Wir haben also hierdurch folgende Eigenschaft eines 
Punktquadrupels der Cf^ gefunden: 

Ein Punktquadrupel der Raum kurve besitzt 
immer die Eigenschaft, daß die zu den Ecken des- 
selben gehörenden Sehmiegungspunkte in den gegen- 
überliegenden Seitenflächen des von dem Punktqua- 
drnpel gebildeten Tetraeders liegen. 

Hieraus tritt deutlich die Analogie zwischen einem 
Punktquadrupel der 0].*^ und einem Punkttripel der ebenen 
Ä^^l hervor, da letzteres ein solches der Sl*'' einbeschriebenes 
Dreieck ist, dessen Tangeuten in den Ecken ihre Tangential- 
pnnkte in den gegenüberliegenden Seiten haben. Dem Kegel- 
schnitte, der die ^^> in den Ecken eines Tripels berührt, ist 
analog das Hyperboloid, dessen einer Regelschar die vier 
Tangenten der OJ*' in den Punkten eines Quadrupels auge- 
hören. (Vgl. A. Ämeseder a, a. 0. S, 42.) 

% 10. Besondere Hyperboloide des Büschels, dessen Grund- 
kurve 0|*> ist. 
Wir haben gesehen (Seite 56), dai:i, wenn 

ein beliebiges Punkt quadrupel der Eauuikurve Cj.*l und 

das gemeinsame Polartetraeder des Flächenbüschels ist, dessen 
Grundkurve C^^^ ist, allemal ein Paar Gfegenkanten des Punkt- 
quadrupels einem Paar Gegenkanten des Polartetraeders be- 
gegnen muß, nämlich 

It^t^l und |t,t,| begegnen \D,D.,\ und [O^D,] , 
tt.tal „ \iA\ ,> |OiD,| ,, lOsO^i, 
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hieraus folgt, daß jede der vier Geraden 

jeder der vier anderen Geraden 

begegnet, daß also diese acht Geraden anf einem Hyper- 
boloid liegen und den beiden Eegelscliaren desselben zu je 
vieren angehöroo. Dieses Hyperboloid 

enthält das windschiefe Vierseit, dessen aufeinaudei't'olgeiide 
Seiten {O^O^l |OsD,| IC4D3I \0sO^\ sind, d. h. das wind- 
schiefe Vierseit 

D^O DD 

vfu dem Lm Piu Gegenseiten dei einen und das andere 
Paai Gegenseiten der andeien ßegel&cl ai des Hyperboloids 
angehören Ea enth ilt auch dis zweite windschiefe Vierseit 

iitJitj, 
welches dieselbe Eigenschaft, wie das vorige besitzt. 

Das Hyperboloid ©{*' schneidet zunächst die C'f^ in den 
vier Funliten t, t^ tg tj und geht durch die vier Seiten des 
windschiefen Vierseits 

OjDaD^Ogi* 

da aber ein Hyperboloid vollständig und eindeutig bestimmt 
ist durch die vier Seiten eines windschiefen Vierseits und 
einen beliebigen Punltt des llaumes außerdem, so schließen wir: 
Ein Hyperboloid, weiches durch ein windschiefes 
Vierseit, dessen Seiten vier Kanten des Polartetra- 
eders sind, gelegt wird und außerdem einen be- 
Hebigen Punkt i^ der Cj*' enthält, muß auch durch 



* Daß das Hyperboloid <Bf* nicht durch die gause Oj*' gehen 
kano, ist Belhatverstäadlicii , denn sonst mfißte O^Oj^OsO, ein Polar- 
tetraSder für ©f* sein, und da ©J^' dnruh die Gerade |!D,DJ geht, ao 
müßte dies ein sich selhBt tonjngierter Strahl sein, während doch 
liDaOjl der zn |DiOal ItonJDgierte Strahl ist. 
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die drei übrigen Punkte t^ tg t,^ des zu tj gehörigen 
Punktquadrupels der C/' gehen. 

Wir haben nun ein ganzes Büschel von Flächen @J^', 
die durch das windschiefe Vierseit 

ein zweites Büschel von Flächen @<^', die durch das wind- 
schiefe Vierseit 

und ein drittes Böschel von Flächen @^^', die durch das 
windschiefe Vierseit 

hindurchgehen. Jede Fläche dieser drei Büschel, die durch 
einen Punkt eines Quadrupels der Cj** geht, muß auch durch 
die drei übrigen Punkte desselben gehen. 

Ein Hyperboloid ©j^' sehneidet aber die Cj'*' im allge- 
meinen außer in den Punkten t^ tg tg t^ noch in vier weiteren 
Punkten Sj §g §j S^; da nun das durch das wiudscliiefe Vier- 
seit DiDaDiOg und den Punkt §i gelegte Hyperboloid nach 
dem vorigen Satze auch die übrigen drei Punkte des zu §i 
gehörenden Punktquadrupels enthalten muß, so folgt, daß 
die vier übrigen Schnittpunkte S^ §2 §g 5^ selbst ein zweites 
Punktquadrupel der Cj*' bilden müssen. Wir schließen also: 
Jedes der Hyperboloide ©{^' ©^^ @*^' aus den drei 
Plächenbüscheln, welche durch die windschiefen 
Vierseite OiOaOiOä oder OiD^iDaDa oder D^D^D^Di ge- 
legt werden können, schneidet die C|*' in acht 
Punkten, die sich au je vieren in zwei Punktqua- 
drupel der Raumkurve (titatatj und §;i§3§„§4) gruppieren. 
Die beiden Punktquadrupel tj^tgtgt^ und §i§2§3§4 sind hier 
nicht beliebig auf der CJ^* gewählt, sondern abhängig von 
einander, indem das zweite durch das erste bestimmt wird. 
Daß bei zwei beliebig gewählten Puuktquadrupeln auf 
der 6')*' sich die 16 Verbindungslinien der Punkte des einen 
mit denen des andern Quadrupels zu je vier in vier Regel- 
seharen verteilen lassen, haben wir früher gesehen (Seite 60); 
hier tritt aber der weitere Umstand hinzu, daß diese vier 
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Regel scharen iiiclit vier verschiedenen Hypertoloidea ange- 
hören, sondern nur zwei verschiedenen Hyperboloiden, indem 
je zwei E«gelscharen einem und demselben Hyperboloid an- 
gehören. 

Da nämlich das Hyperboloid ©f' die je vier Erzeu- 
genden der beiden Regelacharen 

|D,D,1 IDgO^l Itjtal It^tJ , 

enthält nnii außerdem der Raumkurve in vier weiteren 
Punkten §i äj §3 S^ begegnet, die auch ein Punktquadrupel 
derselben bilden müssen, so können wir die Bezeichnung des 
letzteren so wählen, daß das Paar Gegenkanten 

|§i§ä| und |§3§J dem Paare \0j_0.^\ und IDsi^d; 

begegnet; dann haben wir aber von dem Hyperboloid @<^' 
je sechs Erzeugende aus jeder der beiden Regelseharen, 
nämlich 

ID.CI 1D,D,1 |t.t,| |t,t.l j8,2,| \SA\, 
|D,0.| |0,0.| |t,t,| |t,t,| 18,8,1 |8,S.l, 
und da irgend zwei Erzeugende aus verschiedenen Regel- 
scharen sich immer begegnen, so schließen wir, daß immer 
vier Punkte t^ t^ §j §a ? *i % §3 % ^^- ^- ^- ™ J^ ^^"^'' Ebene 
liegen müssen; hieraus folgt aber, daß auch folgende acht 
Verbindungslinien 

|t.s.| |i,8,| |t,ä,| HA\ 

!l,S,l |l,S,| it,ä,l It„8,| 
je vier Erzeugende der beiden Regelschareu eines und des- 
selben Hyperboloids sein müssen, weil jede von den ersten 
vier Geraden jeder von den letzten vier begegnet. In 
gleicher Weise geht hervor, daß folgende acht Verbindungs- 
linien 

|t,M lt,8,] lt,s,| lt,s,| 

\iA\ lt,5.| lt,8,| lt.ä,l 



y Google 



72 Diu Eaiimliurve Tierter Ordnung ei'ätei- Species. 

je yier Erzeugende der beiden Regelseharen eines und 
ilesselben neuen Hyperboloids sein müssen, weil jede von 
den ersten vier Geraden jeder von den letzten vier be- 
gegnet. 

Daß diese beiden Hyperboloide (ebenso wie die ftttheren 
vier) darch die ganze Kaumkurve Cj*' gehen, ist unmittelbar 
einzusehen aus der Umkehrung des oben (Seite 64) aus- 
gesprochenen Satzes, daß für ein beliebiges durch die CJ*' 
gelegtes Hyperboloid die vier Erzeugenden einer und der- 
selben Regelschar, welche von den vier Punkten eines Pnnkt- 
quadrupels ausgehen , der Cf> in vier weiteren Punkten 
eines zweiten Punktquadrupels begegnen müssen. Legen 
wir nämlich durch die Gerade |ti§j| und die CJ*' das ein- 
zige dadurch völlig bestimmte Hyperboloid, so sind zu t^ 
die drei übrigen Punkte t^ tg t^ und zu §j die drei übrigen 
Punkte §ä % §4 der beiden Punktquadrupel vollständig be- 
stimmt, und es müssen die durch tg tg t^ gehenden Erzeu- 
genden derselben Regelschar wie jt^Sil notwendig der C'J-*' 
in den Punkten §a 3g §4 begegnen; da aber |t, §i| |ts §2] 
jtg §3] jt^ä^l einer Regelscbar angehören, so muß auch um- 
gekehrt das Hyperboloid, auf dem diese Regelschar verläuft, 
durch die ganze ßaumkurve Oj.*' gehen. 

Ebenso, wie wir von dem windschiefen Vierseit 

ausgehend zu den Punlttquadrupeln t, 1^ tg t^ und g^ g^ ^a §4 
gelangten vermittelst einer beliebigen durch dasselbe gelegten 
Fläche '^f, können wir von jedem der beiden übrigen wind- 
schiefen Vierseite 

£), Di Gg D, 

O, Og D, O, 
ausgehen und gelangen vermittelst zwei beliebiger durch 
dieselben gelegten Flächen @^^' und @<^ zu Punkt qnadrupeln 

ti ta t^ tl und §; §s §3 §.i 

trtä'ta'td und äi'C^ä'Sr, 
aus denen sich in gleicher Weise wie im ersten Falle je 16 
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VerbindungHlmien herstellen lassen, die zu achten je einem 
Hyperboloid angehören; wir erhalten also im gan/.eo sechs 
solcher besonderer Hyperboloide durch die Cf>, von denen 
wir die beiden Regel scharen, welche auf ihnen verlaufen, an- 
geben wollen: 

*' (lt. 8.1 |t,ä,l |t. ä,t |t„ä,lL„ 
R(.)||l. ä.l |t. ä.l !t, 8.1 |t. äj ' 
■'' llt, ä.l |t, ä.l |t, 8.1 lt. ä,|| 

,„||i;8;i it,ä,i iia;i itiäih 

»■ i|i;«| itjsii it;«;! ita;(L,„ 

gwjitiäJl itiäii iia;i |ta;i ' 

' l|ia;i \iiu\ |ta;i !ta;il 

„Mt.-sri iti'si'i i«-ci |t.'sri) 

*' i|ir8,-| it;ä;i KK\ |ti-«i L,„ 

Mf|t;-s;i |ti's;-| itrari iii-ä;i ' 

'" lltrsri it;'«;-! i«-ä;'i ii;-s;'| ) 

Es tritt nun der merkwürdige Umstand ein, daß, wie wir 
auch die drei Hyperboloide <Bf^ ®f ®f^ verändern mögen 
innerhalb der Fläcbenbüachel , deren Grundkurven die drei 
windschiefen Vierseite 

D,0g0.iD3, O1D4D3D3, DiDgDaDi 
sind, doch die aus ihnen hervorgehenden sechs Hyperboloide 
^1?) (j = 1, 2, 3, 4, 5, 6) unverändert bleiben, indem nur 
an Stelle der Erzeugenden andere Erzeugende aus ihren 
Regelscharen treten,* Wir braueheu dies nur für dfw erste 
Hyperboloid ^f\ dessen Regelscharen die je vier Geraden 

lt.8,1 |t,ä,| ll,ä,| |t.8„l 

lt.ä.l |t,ä,l |t,3,l |t.S,l 



■*■ A. VoD, Die Limeugeometrie in ihrer Anwendung auf die 
Fläcbeu zweitun Grades (Math. Ann. Bd. 10, S. 143). 
A. Amcseder, a. a. 0. S. 16. 

6. Westphal, Uebec da.a simultiMie System zweier qiiaternärer 
1 Gradea etc. (Math. Ann. Bd. 13, Ö. IG). 
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enthalten, naehzEweiaon, Dieses Hyperboloiii ^f (iiud äho- 
lichea gilt für die übrigen fünf) besitzt nümlich die be- 
sondere Eigenschaft, daß auf ihm die beiden windschiefen 
Vierseite 

ti§it4§^ und t3§,ts§s 
vollständig verlaufen und gleichzeitig der Raumkurve CJ*' ein- 
beachriehen sind. 

Wir haben aber ohen (Seite 16) den Satz bewiesen, daß, 
wenn auf einem durch die G^^^ gelegten Hyperboloid ein 
solches Vierseit existiert, welches auf dem Hyperboloid ver- 
läuft und gleichzeitig der Cj*l einbeschrieben ist, dann eine 
Schar unendlich vieler derartiger windschiefer Yierseite vor- 
handen ist, indem jeder Punkt der CJ*' zur ersten Ecke eines 
solchen windschiefen Vierseits gewählt werden kann, welches 
sich immer achließt. Nicht jedes beliebige durch die Cj.*' 
gelegte Hyperboloid besitzt diese Eigenschaft, aber die sechs 
von uns gefundenen Hyperboloide §fl §W §f §f $W §f 
haben dieselbe. 

Aus dem Obigen können wir nun den Satz schließen: 
Wenn ein durch die llaumkurve Cf* gelegtes 
Hyperboloid die Eigenschaft besitzt, der C'W einbe- 
schriebene windschiefe Vierseite zuzulassen, die auf 
dem Hyperboloid verlaufen, so gehört allemal ein 
Paar gegenüberliegender Ecken eines solchen Vier- 
seits einem Punktquadrupel der Cf* an, und das 
andere Paar Gegeneekeu einem zweiten Punktqua- 
drupel derselben. 

Dieser Sata läßt sieh auch direkt so beweisen: Sei 
ti^i*4§i ^'B windschiefes Yierseit, von dem die Gegenseiten 
1*1 ^il l^d^dl ^^^ einen ßegelsehar, die Gegenseiten |ti§i| |tj^§i| 
der andern Regelschar eines durch die ganze Cf> gehenden 
Hyperboloids §^^' angehören, dann enthält die Ebene [tiSiS^], 
weil sie durch zwei in t^ sich kreuzende Erzeugende der 
verschiedenen Ttegelscharen geht, also die Berührungsebenc 
im Punkte tj des Hyperboloids ist, die Tangente t^ der C)*' 
im Punkte t^, und ebenso enthält die Ebene [tiS^Si] die 
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Tangente i^ der Cf im Punkte t^. Die Sclmittlinie dieser 
beiden Ebenen 

|[t,§l§J [t4§4§,]|FE|§i§4i 

muß also den beiden Tangenten t^ und t^ begegnen. Denken 
wir uns nun ein neues Hyperboloid durch die Tangente ^ 
und die ganze Raumkurve Cf hindurcligelegt, -welches voll- 
ständig and eindeutig bestimmt ist, so wird die Gerade 
I §1 §^ I der zweiten Kegelschar dieses Hyperboloids ange- 
hören , und da auch | S^ §4 1 und 4 in einer Ebene liegen, 
so wird das durch die Sekante |§i§4| und die Cj*' gelegte 
Hyperboloid, welches mit dem vorigen identisch ist, auch 
die Gerade ^^ zu einer Erzeugenden der ersten Eegelschar 
haben; also geboren t-^ imd t^ derselben Regelschar eines 
durch die Cf^ gehenden Hyperboloids an, mithin die Be- 
rührungspunkte tj und t4 einem Funktquadrupel auf der 
Raumkurve, w. z. b. w. 

Wir wollen den jetzt noch fehlenden Nachweis dafür, 
daß bei Veränderung des durch das windschiefe Vierseit 
DiDäOjDa gelegten Hyperboloids @<^^l zwar die Punktqua- 
drupel tit^tgti und §j§g§3§4 sich ändern, aber das aus ihnen 
entspringende Hyperboloid §f' dasselbe bleibt, dadurch 
führen, daß wir umgekehrt auf dem Hyperboloid §<^^' von 
einem beliebigen andern Punkte der C<*' ausgehend die beiden 
neuen Puuktquadrupel herstellen und dann nachweisen, daß 
dieselben auf einer zweiten Fläche @(^' liegen, die durch den 
angenommenen Punkt und das windschiefe Vierseit DjCaD^iD^ 
bestimmt wird. Sei also j, ein beliebiger Punkt der Cf-\ 
und ziehen wir von %^ aus auf dem Hyperboloid §5^* die 
beiden Erzeugenden, welche die Gf> in 9, und \)^ treffen, 
so müssen sich die von ^^ und ^4 ausgehenden anderen Er- 
zeugenden des Hyperboloids wieder in einem Punkte J^ der 
Gfi treffen (Seite 16), d. h. wir haben ein zweites sieh 
schließendes windschiefes Vierseit 

welches auf dem Hyperboloid §f^' verläuft und der Gf ein- 
beschrieben ist. Aus dem vorhin bewiesenen Satze (Seite 73) 
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wissen wir, daß daa Paar Gegeneeken J^ imd j^ dieses wind- 
schiefen Vierseits einem bestimmten Punktquadrupel der ßaum- 
kurve angehört und das Paar Gegenecken i)^ und t)^ einem 
zweiten Puiiktquadnipel, Jedes dieser beiden Punktquadrapel 
ist Bcbou durcli eine seiner vier Ecken völlig bestimmt, und 
beide hängen durch das Hyperboloid ^f^ mit einander zu- 
sammen, also sind beide durch den einzigen willkürlicli zu 
wählenden Punkt ^^ der Cp bestimmt, 

Wir ergänzen nun daa erste Punktqnadrupel, zu dem 
5^ und E4 gehören, durch die beiden noch fehlenden Punkte 
Ea und gg, und ebenso das zweite Punktquadrupel, zu dem 
t)^ und t)i gehören, durch die beiden noch fehlenden Punkte 
l)^ und Qgj dann können wir diese noch fehlenden Punkte so 
bezeichnen (Seite 70), daß die vier Geraden 
'Sit),l \h^h\ \h%\ \^A\ 
der einen Regelschar des Hyperboloids $*^' und die vier 
Geraden 

kih\ U,%\ %^,\ \U^i\ 
der andern Eegelsehar desselben angehören, woraus zugleich 
ein zweites der Eaumkurve einb es cliri ebenes und auf dem 
Hyperboloid §'^^* verlaufendes windschiefes Vierscit l2^2h^a 
hervorgeht. 

Aus diesen acht, den beiden Eegelscharen des Hyper- 
boloids ingehorendöu Eizeugenden folgt, weil je zwei, ver- 
sclin-deneu Eegelscharen eines Hyperboloids angehörende 
Eizeugende t>n,h üeffen mus&en, -vlso immer vier Punkte in 
einei Ebene lieaen, diß luch jedü dtr vier Verbindungslinien 

\%,h\ \hl.\ |Vji9,l \M.i\ 
jeder der vier Verbindungslinien 

Isi&l \h%A hn,\ \^)A\ 

begegnen mußr daß also diese acht Geraden den beiden Eegel- 
scharen eines neuen Hyperboloids @'^> angehören müssen, 
von welchem wir erkennen weiden, daß es durch das wind- 
schiefe Vierseit DiGaO^Dg gehen muß, also zu demselben 
Flächenbüaehel wie @W gehört, dessen Grundkurve dieses 
windschiefe Vierseit ist. 
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In der That^ sowoM Ji^aEgSü als auch ^,1)2^3^4, ist ein 
Punitquadrupel der Cj.*', und wir wissen, daß ein Paar Ge- 
genkanten eines Punktquadrupels allemal einem Paar Gegen- 
kanten des PolartetraSders begegnen muß (S. 56). Nonnen wir 

IeiEiI und \r,2h\ 

das Paar Gegenkanten, welches den Gegenkauten des Polar- 
tetraeders 

jDiDJ und |Da£)3| 

begegnet, so sehen wir, weil 1S1E4I und \^i%\ die Diagonalen 
des windschiefen Vierseits Sit)iE4^4 sind, welches aus vier Er- 
zeugenden des Hyperboloids §^°> gebildet wird, daß IJ1J4I 
und l^itJil konjugierte Strahlen (reciproke Polaren) in Bezug 
auf das Hyperboloid ^f sein müssen; da dieaea aber durch 
die ganze CJ*' geht, also D^O^O^O^ zum Polartetaeder hat, 
so sind auch ID1D3I und IO3D4I konjugierte Strahlen in 
Bezug auf das Hyperboloid §5^'. Wenn aber ein Strahl 
lEiJil einem Paar konjugierter Strahlen einer F'-^' begegnet, 
so muß auch sein konjugierter Strahl |t),9,|| demselben Paar 
konjugierter Strahlen begegnen; wir sehließen also, daß die 
vier Strahlen 

ISiEil \hh\ |t),Wl l»).*)3l 

demselben Paar Gegenkanten 

lOjOil und lO.Dsi 

des Polartetraeders begegnen. 

Die beiden Punktquadrupel XA^^h^i '■^nd 1)^1)^113^4 haben 

nun die drei Paare von Gegenkanten 
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die beiden übrigen Gegeakantenpaare des Puüktquadrupels 
den beiden (ihrigen Gegenkantenpaaren des Polartetraeders 
begegnen, und dasselbe gilt für das zweite Punktquadrupel 
^i^^s^ä- Begegnet nun das Paar IjiJg] und I52E4I dem 
Paare ]OiDa| und IO3D4I, so muß auch \\),l)^\ und I92V4I 
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demselben begegnen, und es ist nicht möglich, daß das dritte 
Paar \i)i^\)^\ und \%^i\ dem Paare lOiOg] und ID^O^I be- 
gegnete; denn von dea vier Geraden 

\hh\ \hii\ I?i9al ll)39j 
gehören die beiden ersten der einen, die beiden andern der 
zweiten Begelschar dea Hyperboloids §5^' an; sollten also 
dieselben beiden Geraden lOiD^I und ID^Dil allen vieren be- 
gegnen, so müßten sie die Diagonalen des von den letzten 
vier Geraden gebildeten windschiefen Vierseits sein; es 
müßte also 

lD,03l = l[SiS3l3iy feS4i]=yl 

sein, und da dann daa dritte Paar |D[Oäl und lOsD^l den 
vier Geraden 

l!,S,l lE.S.I |t)il),[ |t),»).l 
begegnen müßte, so müßte in gleicher Weise 

|D,D»l5£|feE!,«,W [EsS.l),llJl 

lO.O.I = l[ji&l),W [E,S4«iWI 

sein; dies ist aber nicht mögliclt, denn sonst müßten 

IE^IJiI und lEjt),,! beide in der Ebene [OiO^Og] liegen, 

l!,tl.l , lE.fcl „ ,, „ ,, [C,C,CJ „ , 

lE,t|,l „ lE.D,l „ „ „ „ [D,0,CJ „ , 

lE,!)J „ lE.t),l „ „ ,. „ [0,C,DJ „ ; 

da also ^ii^iS^t),, in einer Ebene liegen, so müßten auch [XiE^I 

und ItJitJil sich treffen, was widersinnig ist; auch gebt schon 

aus der willkürlichen Annahme von 5^ hervor, daß dieser 

Punkt gewiß nicht in der festen Ebene [DiD^Oa] liegen 

wird. Bei der Ungereimtheit unserer Annahme bleibt niebta 

anderes übrig, als daß das Kantenpaar 

IO1O3I und IDg 0,1 den vier Strahlen lSi53|lEaK4l 1^1 1)311^2^41 
imd endlich das Kantenpaar 

ID1D3I und IDgO^l den vier Strahlen IjiJ^l \i^i:^\ l^il^äHQslJil 
begegnet. Hieraus folgt aber, daß das Hyperboloid ©l^', 
dessen beiden Regelscharen die je vier Geraden angehören 
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\hh\ \hu\ i^i^ai \m^, 

\lih\ ISäEil I9i9sl l^.t),i, 

sowohl die Geraden IOiDbJ und |OäDi'| zu Erzeugenden der 
ersten Kegelschar, als auch die Geraden IDjOgl und ID3D4I 
zu Erzeugenden der zweiten Regelschar haben muß, also 
durch die vier Seiten des windschiefen Vierseits OiDäD^Og 
hindurchgellt. Hieraus folgt umgekehrt, daß das durch die 
vier Seiten des windschiefen Vierseits O^D^OiDg und dea 
willkürlieh auf der Cj*' gewählten Punkt jj gelegte Hyper- 
boloid ©1^* die Cj*l in den übrigen Punkten Ea&Ei^i^a^a*)! 
schneidet, aus denen sich die beiden windschiefen Viereeite 
?i9iE494 '^^^ Ea*3äSs^3 zusammensetzen lassen, deren Seiten 
ganz auf dem vorigen Hyperboloid ^f liegen iind abwech- 
selnd den beiden Regelscharen desselben angehören. 

Hierdurch ist nun der gewünschte Nachweis geliefert, 
daß, wie wir auch die Hyperboloide ®f* ®f' ^f> in den 
Biiaeheln, deren Grundburven die drei windschiefen Vier- 
seite sind 

D.DaD^Ds, D,0iO,Da, 0,0^0^0^ 

verändern mögen, doch immer nur die sechs bestimmte]! 
Hyperboloide ^f (i = 1,2, 3, 4,5, 6) aus ihnen entspringen, 
welche durch die ganze Cj*' gehen und die Eigenschaft be- 
sitzen, daß auf jedem derselben eine Schar windschiefer Vier- 
seite vorkommen, die der Cf^ einbeschrieben sind und zu 
Seiten abwechselnd Erzeugende ans den beiden Regelscharen 
eines solchen Hyperboloids haben. 

Verfolgen wir jetzt auf einem dieser sechs Hyperboloide 
(§f' ) ^^^ Schar der windschiefen Vierseite, welche auf ihm ver- 
laufen und der C|*' einbeschrieben sind, deren eines wir 
tjö^t^S^ genannt haben, so kommen in dieser Schar solche 
vor, die ausarten. Das Hyperboloid §^^' besitzt nämlich, wie 
jedes durch die Cj*' gelegte, vier besondere Erzeugende der 
einen Regelscbar und ebenso vier der andern Regelschai", 
welche die Cf> berühren. Nennen wir ^ einen solchen Be- 
rührungspunkt einer Erzeugenden des Hyperboloids ^'■p mit 
der Ct*l und wühlen ihn znm Ausgangspunkte eines wind- 
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sehiüfen Vierseits, welches auf ^f verläuft und der C}*' 
einbescli rieb eil ist, so artet ein solches Vierseit aus; die Er- 
zeugende |ti§i| wird die Tangente in Sß an der C<*', indem 
die Punkte t^ und §i zusammenfallen; die Erzeugende l^itj! 
wird die durch Sß gehende Erzeugende der anderen Regel- 
sehar und begegue der Cj*' in dem zweiten Punkte ^^-^ also 
wird ti^^ßi; die Erzeugende |ti§4| ist aber dieselbe Er- 
zeugende |?ß?ßi|, also fallen t4 und §i zusammen, und die 
vierte Seite des Vierseits ItiS*! wird die Tangente der (7|*1 
im Punkte ?ßi; von dem Vierseit ti§it4§4 gehen also zwei 
Gegenseiten in die Tangenten der C]*' in den Punkten ^ und S^i 
über, und die beiden übrigen Gegenseiten fallen in die Sekante 
15ß?ßi| zusammen. Nennen wir % und Ap, die Tangenten in 
^ und ^1 an der Cf , so sehen wir, daß [%^J die Schraie- 
gungsebene der Of*' im Punkte ^, und ebenso die Ebene 
[%i$] '^i'^ Schmiegungsebene der Cf im Punkte ^^ ist. 
Die beiden Punkte ^ und 5ßi besitzen also die aus- 
gezeichnete Eigenschaft, daß die Schmiegungsebene 
eines jeden derselben durch den andern geht. Die 
Tangenten t^ und ftg, sind Erzeugende derselben Regelschar 
des Hyperboloids ^'^\ Die beiden andern Punkte D und D^, 
in welchen Erzeugende derselben Regelschar, welcher 
fiß und %, angehören, das Hyperboloid berühren, müssen 
dieselbe Eigenschaft besitzeri. Wir erhalten also in den 
Berührungspunkten der Erzeugenden aus der einen Regel- 
schar des Hyperboloids ^f* zwei solche ausgezeichnete Punkte- 
paare, und ebenso in den Beröhrungspunkten der Erzeugenden 
aus der zweiten Regelschar des Hyperboloids §*^> zwei andere 
derartige Punktepaar ff, und da es sechs solche Hyperboloide^*^' 
(i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) giebt, erhalten wir im ganzen 24 Punkte- 
paare von der angegebenen Art. "Wir können also das Resultat 
unserer Untersuchung folgendermaßen zusammenstellen: 

Es giebt auf der Ranmkurve Cf im allgemeinen 
24 Punktepaare der Art, daß für jedes Paar die 
Schmiegungsebene des einen Punktes durch den an- 
dern geht und umgekehrt. Diese 24 Punktepaare 
gruppieren sich zu je zweien so, daß diese beiden 
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Punktepaare ein Punktquadrupel der G'*' bilden; man 
erhält dadurch 12 Punktquadrupel, die wiederum 
paarweise so zusammentreten, daß die acht Tan- 
genten der Cf* in diesen Punkten den beiden Regel- 
aeharen eines und desselben Hyperboloids ange- 
hören, welches durch die ganze Cf geht; man erhält 
dadurch sechs Hyperboloide in dem Plächeribüscliel, 
dessen Grundkurve die angegebene Cj*' ist; jedes 
dieser sechs Hyperboloide hat die besondere Eigen- 
schaft, eine Schar von unendlich vielen windschiefen 
Yierseiten zu besitzen, welche auf dem Hjperboloid 
verlaufen und gleichzeitig der Cf einbeschrieben 
sind, d. h. ihre Ecken auf der Cf^ haben und zu ihren 
beiden Paaren von Gtegenseiten Erzeugende aus den 
beiden Regelscharen des Hyperboloids besitzen."^ 

§ 11. Die seohazebn Wendeberübrungspunkte der 6'j^*' und 
ihre Verteilung zu je vieren in Ebenen. 
Die Sehmieguügs ebene in einem beliebigen Punkte der 
Cf> schneidet dieselbe im allgemeinen noch in einem vierten 
Punkte, dem zu dem angenommenen gehörigen Schmieguaga- 
punkte {Seite 14). Es kann nach solchen besonderen Punkten 
der Gf> gefragt werden, deren zugehöriger Schmiegungs- 
punkt mit dem Berührungspunkte zusammenfällt, oder was 
dasselbe sagt, nach solchen Ebenen, welche mit der Cf^ 
vier zusammenfallende Punkte gemein haben. Diese heißen 
„Wendeberühruugsebenen", und ihre Berührungspunkte 
„WendeberQhrungspunkte". Diese sind aber nicht« an- 
deres, als die Schnittpunkte der Cfi mit den Ebenen des Folar- 
tetraeders D1D2O3D4. Denn jeder dieser Punkte, z. B. Dj, ist 
Mittelpunkt eines Kegels zweiter Ordnung, welcher durch die 
ganze Gf^ geht (S. 54), also schneidet jeder durch D^ gehende 
Kegeistrahl des Kegels D*^' die Cf' im allgemeinen in zwei 

* Diese sechs Hyperboloide iß dem Büsohel sind die 
einzigen, welche diese Eigenschaft besitzen. (Wir kommen 
später (S. 91) noch von anderer Seite auf diese sechs auagezeichneton 
Hyperboloide zuriiek.) 
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PunTtten die harmonisch getrennt werden durch £)^ und den 
Schnittpunkt mit der Ebene sr^ '= [CijOäDi]. Ziehen wir abei 
durch Dl insbesondere einen solchen Kegelstrah! von Of\ 
welcher nach einem der vier Schnittpuntte ^ der Cj*' mit 
der Ebene S'j hingeht, so muß dieser Kegelstrahl Tangente 
im Punkte ?ß der Cj*' sein, weil, wenn von vier harmoni- 
schen Punkten der eine des einen Paares zugeordneter Punkte 
in den dritten Punkt hineinfällt, auch der andere in denselben 
hineinfallen muß. Wir haben also zunächst den Satz: 

Sehneidet man die C]** mit einer der vier Seiton- 
flächen des Polartetraeders, so gehen die Tangenten 
in den vier Schnittpunkten durch die der Seiten- 
fläche gegenüberliegende Ecke des Polartetraeders. 

Ist demgemäß |^Di| die Tangente in ^, so muß jede 
durch I^Oil gelegte Ebene den Kegel Df> noch in einem 
zweiten Strahl schneiden, der im allgemeinen der C|*' in 
zwei Pnnkten begegnet; für die besondere Ebene indessen, 
welche längs des Kegelstrahls |Di^l den Kegel £}f^ berührt, 
müssen, da der zweite Kegelstrahl mit dem ersten zusammen- 
fällt, auch seine beiden Schnittpunkte mit tter CJ.^' in dem 
Punkte $ zusammenfallen. Die Berührungsebene am Kegel 
DJ^I längs des Kegelstrahls |0i^| hat daher in Sß vier zu- 
sammenfallende Punkte mit der Cf* gemein, ist also eine 
Wendel) erührung seh ene der Cy, und der Punkt ?ß ist ein 
Wendeberührungepunkt. Wir schließen: 

Die ßaumkurve C|'" hat im allgemeinen 16 
Wendeberührungsebenen (oder stationäre Schmie- 
gungsebenen, die vierpunktig berühren); die Berüh- 
rungspunkte derselben sind die 16 Schnittpunkte der 
CW mit den vier Seitenflächen des Polarfcetraeders 

Die 16 Wendeberührungspunkte liegen also zunächst, 
wie wir unmittelbar sehen, zu je vieren in den vier Seiten- 
flächen des Polartetraeders; sie verteilen sich aber noch auf 
mehrfache andere Weise zu je vier in neuen Ebenen. Denn seien 

* Daß keine weitewn Wetideberülirungspunkte vorkommen können, 
ist leicht einzuselieD. (Seite 100, Anmerkung.) 
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die vier Schnittpunkte der 0[*' mit der Ebene W^ = [iDgDgDiJ 
für den Augenblick durch, ^i^g^^^i bezeichnet, so sind 
nicht allein die Tangenten in diesen, wie wir gesehen haben, 
die Tier Strahlen \%0,\ \%0,\ \%0,\ |fiDJ, Kegel- 
strahlen des Kegels £)'^\ sondern, da auch die Kegel Z)f> 
0^^ €>f^ durch die ganze Cj*' gehen, muß auch der Strahl 
1^1 DJ der Cf^ noch iu einem zweiten Punkte der Cf be- 
gegnen, der nur einer der drei übrigen Punkte Sßa^jSßj, sein 
kann, da es keine andern Kurvenpunkte in der Ebene sr^ 
giebt, und dasselbe gilt für die Strahlen |5ß, Dg I \^^0i\ l^P^Ogl 
und so weiter, d. h. mit andern Worten: 

Die vier Punkte, in welchen eine Seitenfläche 
des Polartetraeders der (JW begegnet, bilden ein 
vollständiges Viereck, dessen drei Diagonalpunkte 
diejenigen drei Ecken des Polartetraeders sind, 
welche in jener Seitenfläche liegen. 

Nun gehen durch den Punkt D^ nicht allein die vier 
Tangenten |Di$i| \€),Sß,\ \0,S^,\ {0,^^} in den vier Punkten 
¥i^2^3^4j sondern es kreuzt sich auch in D^ ein Seiten- 
paar des vollständigen Vierecks, welches in der Ebene 
[OiDä^al ^*^^ ihren vier Schnittpunkten mit der Cf ge- 
bildet wird, und ebenso ein Seitenpaar des vollständigen 
Vierecks in der Ebene [DiDäÖ4] und endlieh auch ein Seiten- 
paar des vollständigen Vierecks in der Ebene [D^DsDi]; 
folgifch gehen durch Dj sechs Strahlen, deren jeder zwei 
Wendeberührungspunkte enthält, und vier Strahlen, deren 
jeder eine Tangente in einem Wendeberührungspunkte ist. 
Wir schließen hieraus; 

Jede Tangente in einem Wendeberührungs- 
puukte der C|*' liegt sechsmal mit zwei anderen 
Wendeberührungspunkten in je einer Ebene. 

Da ferner durch den Punkt D^ sechs Strahlen gehen, 
deren jeder zwei Wendeberiihrangspunkte der C*'" enthält, 
und diese sechs Strahlen auf — ^ = 15 Arten zu je zwi 
durch eine Ebene verbunden werden können, die also ■ 
getrennt liegende Wendeberührungspunkte enthält, und 
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dasselbe für D2D3D4 gilt, so erhalten wir zunächst 15 . 4 ^ 60 
derartige Ebenen; unter diesen kommt aber jede der vier 
Polart etraeder ebenen dreimal vor, weil aie drei von den vier 
Ecken Dj^DgDsCii enthUlt; lassen wir also diese vier Polar- 
tetraederebenen überhaupt fort, so erhalten wir 60 — 12 = 48 
neue Ebenen, deren jede vier getrennt liegende Wendebe- 
rührungspunkte der Cf^ enthält. 

Außerdem liegen aber die 16 Wendeberührungspunkte 
noch auf andere Weise zu je vieren in einer Ebene, denn 
nach dem oben bewiesenen Reye'schen Satze (S. 46) liegen 
die vier Schmiegungap unkte zu vier Punkten, in denen eine 
beliebige Ebene der Cp begegnet, selbst wieder in einer 
neuen Ebene; legen wir also durch irgend drei Wende- 
beriihrungspunkte eine Ebene, die nur noch in einem einzigen 
vierten Punkte der C<*' begegnen kann, so liegen die drei 
zugehörigen Schmiegun gapunkte, die mit den drei ersten 
Punkten bez. zusammenfallen, in einer Ebene, die auch den 
zu dem vierten Punkte gehörigen Schmiegung spunkt ent- 
halten muß; also muß auch dieser ein Wendeberilhrunga- 
punkt sein, d. h.: 

Jede Ebene, die durch drei von den 16 Wende- 
berührungspunkten der C}^' gelegt wird, muß auch 
noch in einem vierten Wendeberührungspunkte die 
C*?i durchschneiden. 

Wir haben nun außer den vier Seitenflächen des Polar- 
tetraeders, deren jede vier Wendeberührungspunkte enthält, 
noch 48 Ebenen kennen gelernt, deren jede zwei Wende- 
berührungspunkte aus einer und zwei aus einer anderen 
Polartetraeder ebene enthält, und umgekehrt muß jede Ebene, 
die zwei Wendeberührungspunkte aus einer Polai^tetraed er- 
ebene mit einem Wendeberührungspunkte aus einer andern 
Polartetraeder ebene verbindet, noch einen zweiten Wende- 
berührungspunkt der letzteren enthalten, denn sie muß eben 
eine jener 48 Ebenen sein. Wir können aber auch aus drei 
verschiedenen Polartetraederebenen je einen Wendeberüh- 
rungspunkt entnehmen und solche drei durch eine Ebene 
verbinden, dann muß dieselbe noch einen vierten Wende- 
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berührungspunkt enthalten, der notwendig in der vierten 
Polartetraeder ebene liegen mnß. 

Wir erhalten hierdurch 64 neue Ebenen, deren jede je 
einen Wendeberühcungspunkt aus den vier verschiedenen 
Polartetraederebenen enthält; denn die vier Wendeberührunge- 
punkte in einer Polartetraeder ebene lassen sich mit den vieren 
in einer aweiten durch 16 Strahlen verbinden, und jeder 
dieser 16 Strahlen läßt sich mit einem der vier Wendebeiüh- 
rungspunkte in der dritten Polartetraederebene durch eine 
Ebene verbinden, die dann drei Wendeberührungspunkte aus 
drei verschiedenen Polartetraeder ebenen enthält, und deren 
es also 16.4 = 64 Ebenen giobt; jede derselben muß dann 
noch in einem vierten Wendeberührungspunkte der Cf be- 
gegnen, der notwendig in der vierten Polartetraederebene liegt. 

Wir erhalten also das Geaamtresultat: 

Die 16 Weadeborührungspunkte der Cf^ liegen 
zu je vieren in 

4 + 48 + 64= 116 
Ebenen, Yon denen die ersten vier die Seitenflächen 
des Polartetraeders sind, die zweiten 48 zu je zwölf 
durch die Ecken des Polartetraeders gehen und 
immer zwei Wendeberührungspunkte aus einer 
Pol artetraed er ebene mit zweien aus einer andern 
verbinden, die dritten 64 Ebenen allemal vierWende- 
berührnngspankte enthalten, die in vier verschie- 
deueu Seitenflächen des Polartetracders liegen.* 

Wir wollen nun die vier Wendeb er ührungs punkte in 
der Ebene W^^ = [OaOgdJ des Polarietraedera durch 

li U U U 
bezeichnen; dieselben bilden ein vollständiges Yiereck, dessen 
drei Diagonalpunkte Oa O3 O4 sein müssen. Ebenso bilden 

* Ä. Haroack, Ueber die DarstelluBg der KaumlinEve vierter 
Ordnung erster Speeies und ihres Seliantensjetems durch doppelt- 
periodische Punktionen (Math. Ann. Bd. 12, S. 64). 

E. Lange, Die seohaaehn Wendeberührungspunkte der Eaumkurve 
vierter Ordnung erster Species (Inaug.-Diss. Dresden 1882, auch Schlö- 
milch's ZtBchr. Jhtgg. 28), 
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in der Polart etraiiderebene W^ = [DiD^DJ die vier Wende- 
berilhrungspuiikte 2i 22 23 2^ 

ein Tollständigea Viececk, dessen drei Diagoaalpunkte D1D3D4 
sein müssen; ferner in der Polartetraederebene W.^ = [D1D2D4] 
bilden die vier Wendeberilhrungspunkte 

3i Sa Ss 3i 
ein vollständiges Viereck, dessen drei Diagonalpunkte Di D^D, 
sein müssen, und endlieh bilden in der Polartetraederebene 
STi = [DiDaOg] die vier Wendeberübrungspunkte 

4i 42 48 44 
ein vollständiges Viereck, dessen drei Dii^^onalpunkte DiD^O^ 
sein müssen 

Von jedem dieser vier vollstand ^en A leiecke dürfen wir 
eine Ecke ins den m dei Ebene lie,, enden vier Punkten 
beliebig bezeielinen ui d da wu feiner wissen (Seite 84), 
daß notwei dig die Veibindun^stbenü von drei in verschie- 
denen Polartetraeder ebenen liegenden Wendeberübrungs- 
punkten aucb durch einen vierten Wendeberührungspunkt 
geben muß, der nur in der vierten Polartetraeder ebene liegen 
kann, ao dürfen wir, ohne dadurch eine Bescbränkiing ein- 
zufahren, die Bezeichnung so wählen, daß 

li 2i 3i A, 
in einer Ebene liegen. 

Nun steht uns noch frei, in der Ebene S^i = [020304] 
von dem vollständigen Viereck, dessen eine Ecke 1, benannt 
ist, nachdem wir die drei Seiten des vollständigen Vierecks 
lliDsl jliiDsl II1O4I gezogen haben, die drei übrigen Ecken 
auf denselben durch bez. lals^i zu bezeichnen, dann ist die 
Gegenseite von jlilal offenbar |l»lä| u. s. w., also 
(lila, l9U) = 0s; (liU, l2U) = 08; (liU, lal8) = 0d. 
In der Ebene % = [DiDsO*] haben wir ein zweites 
vollständiges Viereck, von dem eine Ecke bereits mit 2j be- 
nannt ist, die drei übrigen Ecken müssen in den Seiten 
l2iDi| I21D4I |2iCia| liegen; wir wollen sie 2a 2^ 2i nennen, 
dann ist 
(2i2s, 232i) = 0,; (2,2,, 2.24) = 0i; (2i2,i, 2A) = H:)s. 
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Drittens haben wir in der Ebene 1^3= [DiDä^J ein voll- 
ständiges Viereck, von dem eine Ecke bereits mit 3j be- 
zeichnet ist; die drei übrigen müssen in den Seiten |3iDi] 
|3jOj] [S^Oal liegen; wir wollen sie 3^ Sg 3^ nennen, dann ist 

(3i3a, 3334) = D,; (S^Sg, 3a3i) = Di; (3^3^, %%)'^0^, 
und endlich haben wir in der Ebene TS^ = [O^D^Og] ein 
vollständiges Viereck, von dem eine Ecke bereits 4^ genannt 
ist, und die drei übrigen in den Seiten I^^Ogl |4iDj| |4iDj| 
Hegen müssen; bezeichnen wir dieselben mit 4^43 4^, so 
haben wir 

{4,4g, 4340 = 03; (4j43, 4ä44) = Ds,; (4i44, 4^40 = 0,- 
Bei dieser Bezeichnung ergiebt sieh, daß je 6 Strahlen: 
durch D,: * 12j2äi \2^'2^\ 13,3,1 13^3^ 14,4J 14^431 

„ O,: Uil.lllal,! * 13,3J 13,3^1 KAI 14A1 

„ D3: \l,h\ 11,1.1 |2,2J 12,23! * ]4,4,| 14,4,1 

„ D^i ll.lj jlal,! 12,23! 12^2,1 13i3,l !333J * 

gehen, und außerdem gehen durch jeden dieser Punkte 
DjOgOgDi noch die vier Tangenten in den Schnittpunkten 
der Gegenfläehe des Tetraeders, nämlieh 

durch O, gehen ll.lj ll^lal il3lal |1.,1J 
„ Oä „ 12i2J !2a23l I2323I 12i2J 
„ O3 „ !3,3i| ISaSa! 1333^1 13,AI 
„ O4 „ 14,4,1 14,431 14343I 14^4,1. 
Da sich von den sechs Strahlen durch einen und denselben 
Punkt immer je zwei durch eine Ebene verbinden lassen, welche 
mithin vier Wendeberührungspunkte der (7j** enthalten wird, 
so erhalten wir außer den vier Seitenflächen des Polartetra- 
eders, welche je vier Punkte enthalten, 

|[i> 1, 1. 14] 

[2,2,2,2,: 

I [3, 3, 3, 3 J 

l[4,4,4s4J , 
(und welche dreimal auftreten) folgende 48 Ebenen , die je 
vier Wendeberührungspunkte enthalten: 



w 
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[Iila2i2j [Ij^SiSa] [Iil24i4] 

[Ij32ä2ä] [lll^SgSJ [lilA^J 

[l.U^iSJ [.lalsS^Sa] [l8l44^4s] 

i:isli222s] [lg IsSsS^l [l, l44g4i] 

[1,1,2^2,] [l.nSjS,] [I1I34143] 

[lil42,2J [lil^SaSa] [i-iUisiil 

[1,1,2,2,] [nii3.3J [1,1,4,4,] 

[l,la2a2J [Uh5,%] [1,1,4,4,] 



;3i334i4J [4i442i2,] [2i2,3i3a] 
[3i 83 4a 4b] [4i 4i 23 2,] [2i 2^ 3^ 3 J 
[3,344,4J [4,4s2j23] [2^243,33] 
[3,3.4,43] [4,432,2,] [232,3,3.] 
[3,3.4i43] [4i4,2i2J r2,2s3,3,] 
[3i3,4,4J [4,4,2,23] [2i233j3J 
[3,334,43] [434^2,2,] [2^2,3,3,] 
[3j 83 4a 4.] [4^ 4, 2, 23] [2^ 2, % 3 J . 
Zu diesen beidea Gruppen (Ä) und (B) tritt nun noch die 
dritte Gruppe von 64 Ebenen derart, daß in jeder vier 
W endeberühr ungapunkte aus vier verschiedenen Polartetra- 
ederebenen liegen; die Bezeichnung ist nun so gewählt, daß 
eine dieaer 64 Ebeuea diese ist: 

[li2, 3,4,]; 
aus dieser folgen alle übrigen; denn man kann, wenn mau 
irgend drei aus verschiedenen Polartetraederebenen ent- 
nommene Wendeberührungspunkte durch eine Ebene ver- 
bindet, allemal ihren vierten Schnittpunkt mit der C*** auf 
lineare Weise ermitteln. Nehmen wir die Ebene [li2,3,4jj 
und denken uns durch die Sekante |li2,| und die Raum- 
kurve das einzige Hyperboloid gelegt, so muß demselben 
die Gerade |3,4,| als Erzeugende der zweiten Regelschar 
angehören; da aber auch 3,4,334. in einer Ebene liegen, 
und das durch I3i4, | und die Raumkurve gelegte Hyper- 
boloid mit dem vorigen identisch ist, so muß auch |334.| 
eine Erzeugende der ersten Regel schar desselben Hyper- 
boloids sein; da endlich auch 334,3,4:j in einer Ebene liegen. 
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und das durch \3s4^\ und die Eaumkurve gelegte Hyper- 
boloid dasselbe bleibt, so muß auch IS^^sl ßinß Erzeugeode 
der zweiten Regelscliar desselben Hyperboloids sein; also 
da zwei Erzeugende verschiedener Regel scharen desselben 
Hyperboloids sich allemal begegnen, müssen die vier Punkte 

li 2, 3^ 4, 
in einer Ebene liegen; wir haben mithin eine neue Ebene 
aus der Schar der 64 gefunden. 

Es liegen aber auch 33438^43 in einer Ebene, also ge- 
hören ; 82 4^1 und \3i4:s\ verschiedenen Regelseharen desselben 
Hyperboloids an, und da auch 3^4^3343 in einer Ebene 
liegen, so geboren |344g| und |334g| verschiedenen E.egel- 
scharen desselben Hyperboloids an, also liegen 

li 2i 83 43 
in einer neuen der 64 Ebenen. Endlich liegen auch 3343834^ 
in einer Ebene, also gehören I3343I und 1334^] verschiedenen 
Regelscharen desselben Hyperboloids an, und da auch 324i3,i44 
in einer Ebene liegen, so gehören |3a4j| und 1344^1 verschie- 
denen Regelscharen desselben Hyperboloids an, also müssen 
auch li 2i 3^ 4^ 

in einer Ebene liegen, die zu der Gruppe der 64 gehört; 
wir sehen zugleich, daß die vier Geraden 

\B,i,\ \3,4.^\ |334s| I344J 
derselben Begelsehar eines Hyperboloids angehören, welches 
durch die Sekante |li2i| und die Raumkurve Oj*' gelegt wird, 
und dessen anderer Regelsehar die Sekante jl^Sil angehört. 
Ebenso finden wir, daß die vier Strahlen 

12,4i[ |2g4s| I2343I |2,i4j 
derselben Regelschar eines Hyperboloids angehören, welches 
durch die Sekante |li3J und die Raumkurve Cf> gelegt wird, 
und daß diese den ersten 4 Erzeugenden gleichzeitig begegnet. 
Fahren wir in dieser Weise zu schließen fort, so er- 
halten wir die folgende Gruppe (C) der 64 übrigen Ebenen, 
deren jede vier Wendeberührungspunkte aus vier verschie- 
denen Polartetraederebenen enthält: 
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[li2,3,4J 
[1,2,3,4,] 
[1,2.3,4,] 
[l,2j3,4J 
[1,2,3,4,] 
[1,2,3,4,] 



[1,2,3,4,] [l,2,3,4J [1,2,3,4J 

[1,2,3,4,] [1,2,3,4J [Ii2,3j4,] 

[1,2,3,4,1 [1,2b3j4,] [1,2,844,] 

[1,2.3,4,] [l,2j3,4,] [1,2,3.4,] 



[1.2,3,4J 


[1,2,3.4,1 


[1,2,3,4,1 


[1,2,3.4.1 


[l!2.3.4,] 


[1,2,3.4,] 


[1,2.3,4,1 


[1,2.3.4,] 


[1,2.3,4,] 


[1.2,3.4,1 


[1.2,3,4,1 


[1,2,3,4,] 


[1,2,3,4,1 


[1,2,3,4,1 



[1,2,3,4,1 
[1,2,3,4,] 
[1,2,3,4,1 [1,2,3,4,1 
[1,2,3,4,1 [1,2.3,4.1 
[1,2,3,4,1 [1,2,3,4J 
[1,2,3,4,1 [1,2,3,4,1 
[1,2,3,4,1 [1,2,3,4,1 

[1,2.3,4,1 [1,2.3,4,1 [1,2.3,4.1 [1,2.3.4,] 
[1,2,3,4,1 [1,2,3,4,1 [1,2,3,4,1 [1,2,3,4,] 
[1.2,3,4,1 [1.2,3,4,1 [1.2,3,4,1 [1,2,3,4,] 
[1,2,3,4,] [1.2,3,4,1 [1.2,3,4.1 [1.2,3.4,] 
[1.2,3,4,1 [1,2.3,4,1 [1,2,3,4,1 [1.2.3.4,]. 
Werfen wir nocli einen Bück auf die drei Gruppen 
(Ä), (B), (G), so sehen wir, daß in der Gruppe (Ä) durch jeden 
Punkt nur eine ihrer Ebenen geht, in der Gruppe {B} durch 
jeden Punlit 12 ihrer Ebenen gehen, und in der Gruppe (C) 
durch jeden Punkt 16 ihrer Ebenen gehen. Auch zeigt sich, 
daß die je acht Geraden 
|1,2,| ]1,2,| !1,2,| |1,2,| |3,4,j IM^I |3s4J i3,4,| 
|li2ä| |ls2,| II32J HÄJ |3j4i| \%4:,\ \ä,4^\ I3,4J 
den beiden Regelscharen eines und desselben durch die C<*' 
gehenden Hyperboloids angehören, weil jede von den ersten 
acht Geraden jeder der andern acht begegnet. Auf diesem 
Hyperboloid verlaufen nun die vier windschiefen Yierseite: 

1,2,1,2,, 1323142,1, 3,433a4i, B^4^S^4^, 
folglich muß eine ganze Schar solcher auf dem Hyperboloid 
verlaufenden und der 0}*' einbeschriebenen windschiGfen Vier- 
seite vorhanden sein, und das Hyperboloid muß eines jener 
sechs aus gezeichneten Hyperboloide sein, welche allein diese 
Eigenschaft besitzen (Seite 73); in der That finden wir diese 
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aeeha Hyperboloide als bestimmt durcli je acht Erzeugende 
aus den beiden Eeselscharen, nämlich: 



l-f 



[li2,i 11,2,1 II32,] 11^2^1 |3^4,| 1834,1 |3a4,,| 13,4^1 
|l,2a| lla2i| 11^2^1 ;i^2g| |3,4J |3a4,| I3343] 13^4^] 
j|l,2j 11,2^1 1132,1 |1,2.| 13^41 |3,4J |334,| |3A! 
' l!li2s| II22J II32,] 11^2,] ]3,4J 13343! 183421 13^4,1 
n,3,| 11,3,1 ll,3,i 11,3,1 12,4,1 12,4,] ]2,4,! |2,4,| 
^' 111,331 |1,3,1 1133,1 11,3,1 12,4,1 |2,4,1 I234,] 12,4J 

e,,., l\U%\ I1.3,i 11^3,1 ilAI |2t4J 12,43! 1234.1 |2,4,l 
^' 1|1,3J H,33l |l33,| 11,3,1 |2,4,| 12,4,1 1234,1 12A1 

(11,4,1 11,4,1 II343I 11,4,1 |2x3,l |2,33l |233,1 12,3,1 
^^ \ll,4,l 11,4,1 ll84,| 11,4,1 12,3,1 12,3,1 I2333] 12,3,| 

III.43I 11,4,1 1134,1 |1,4,| |2,3,1 12,3,1 1233,1 |2,3,| 
" lll,4,| 11,4,1 11^4,1 ]l,4gl 12,33] |2,3,] 1238,1 12,3,1. 
Wir können also folgendes Resultat aussprechen: 
Die 96 Strahlen, welche je einen Wendeberüh- 
rungspunkt in einer Polartetraederebene mit einem 
zweiten in einer andern Polartetraederebene ver- 
binden, gruppieren sich auf sechs Arten zu je 16, 
sodaß diese 16 Strahlen auf einem Hyperboloid 
liegen und zu achten den beiden ßegelschareu 
dieses Hyperboloids angehören; die dadurch erhal- 
tenen sechs Hyperboloide sind diejenigen ausge- 
zeichneten ans dem Büschel, dessen Grundkurve die 
Cf ist, zu denen wir in § 10 (S. 73) auf anderem Wege 
gelangt sind. 

Da man von jedem der vier Kegel Df Df Of Df, 
welche durch die Cj^' gehen, zehn Strahlen hat, nämlich 
sechs, welche in zwei getrennten Punkten der C|*' begegnen, 
und -vier, welche sie berühren, so kann man längs der letz- 
teren die Berührung 3 ebenen der Kegel mittelst des Pascal'- 
schen Satzes konstruieren; diese sind dann die Schmiegungs- 
ebenen der Cf^ in den Wendeberübrungsp unkten oder die 
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Wendet eriihrunga ebenen, d. h, diejenigen Ebenen, welche die 
Cf> vierpunktig berühren. 

§ 12, Tetraeder, deren Seitenflächen sämtliche Wende- 
berühmngapunkte der Cp zu je vieren enthalten. 
Die vier Seitenflächen des Polartetraeders enthalten zu 
je vieren sämtliche sechszehn Wendeberührungspnnkte der 
C^*'; aus den gefundenen 116 Ebenen (S. 85), deren jede 
vier Wendeberilhrungspunkte enthält, lassen sich aber noch 
in verschiedener Weise Tetraeder zusammenstellen, welche 
die gleiche Eigenschaft besitzen, in ihren vier Seitenflächen 
sämtliche Wendeberührungspunkte zu je vieren zu enthalten. 
Wir unterscheiden hierbei folgende Fälle: 

1. Nehmen wir zur Bildung eines Tetraeders zwei Polar- 
tetraeder ebenen d, h. Ebenen aus der Gruppe (j1), was auf 
6 Arten geschehen kann, z. B.: 

I1I2I3I4 
2, 2a 23 24, 
so können die übrigen beiden Tetraeder ebenen nur aus der 
Gruppe (J5) und zwar nur auf folgende vier Arten entnommen 
werden, da durch die dritte Ebene die vierte schon be- 
stimmt wird, 

3,334^44, 3i33443, 3i344j43, \Z^4:^4:^ 
3g3^4ä43, 32344i4.i, ?>^^^Aii,„ 3a3ä4j4a; 
wir erhalten also im ganzen 6 . 4 = 24 Tetraeder der ver- 
langten Art, bei denen zwei Seitenflächon aus der Gruppe {Ä) 
und zwei aus der Gruppe {B) entnommen sind. 

Zu zwei Seitenflächen aus der Gruppe i^A) kann aber 
niemals eine aus der Gruppe (C) als dritte hinzutreten, weil 
sonst ein Punkt in zwei Tetraedetflächen gleichzeitig vorkäme, 
2. Nehmen wir zur Bildung eines Tetraeders nur eine 
Ebene aus der Gruppe {A) (Polartetraeder ebene) heraus, 
was auf vier Arten geschehen kann, z. B.: 

so kijnncn die übrigen drei Totraedcrebenen aus der Gnippe 
{ITj und zwar auf acht Arten entnommen werden, nämlich; 
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2,2,3.3, 


2,2,3,3, 


2,2,3,3, 


2,2,3.3, 


3,3,4,4. 


3,3,4,4, 


3,3,4,4, 


3,3.4,4. 


4,4,2,2, 


4,4.2,2, 


4,4.2,2. 


4.4,2,2. 


2,2.3,3, 


2,2.3.3, 


2.2.3.3, 


2.2,3,3, 


3,3,4,4, 


3,3,4,4, 


3,3.4,4. 


3,3,4,4, 


4,4.2,2, 


4,4,2,2, 


4,4,2,2, 


4.4.2,2, 



da andere Verbindungen keine Tetraeder der verlangten Art 
liefern, wie aus der Tabelle (S) folgt. Wir haben also 
im ganzen 4.8 = 32 Tetraeder der verlangten Art, bei 
denen eine Seitenfläche ana der Gruppe (Ä) und drei aus 
der Gruppe (B) entnommen sind. 

Zu einer Seitenfläche aus der Gruppe (Ä) kann aber 
niemals eine aus der Gruppe (C) als zweite hinzutreten, weil 
sonst ein Punkt in zwei Tetraederflächon gleichzeitig aufträte. 
3. Nehmen wir nun zur Bildung eines Tetraeders alle 
Tier Seitenflächen aus der Gruppe (B), so ergiebt sich die An- 
zahl der Tetraeder durch folgende Betrachtung. Da allemal in 
einer Seitenfläche des Tetraeders der Punkt 1^ vorkommen 
muß, so nehmen wir aus der Tabelle (B) zunächst eine Ebene, 
die diesen Puukt enthält, z. B. 

l^laSi^j. 
Soleher Ebenen giebt es zwölf, wie die Tabelle (B) zeigt. 
Als zweite Tetraeder ebene nehmen wir eine, welche die Punkte 
lg 1^ enthalten muß, dann dürfen wir aus (J?) nur entnehmen 
entweder 

I;ili3a3., oder 13144^43 oder UW'^il 
die dritte Tetraederebene müßte im aweiten dieser drei Fälle die 
Putikte i^^i ^^^ keinen der früheren enthalten; solche Ebenen 
giebt es aber keine weiter in (B) außer ^^5^4:^^^, die aber 
auszuschließen ist; da der dritte Fall aus gleichen Gründen 
auszuschließen ist, so bleibt nur der erste Fall übrig, in 
welchem die beiden ersten Tetraederebenen sind; 
Iila3i3i 
I3 143,3b . 
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Als dritte Tetraüderebene ist dann noch zu wählen übrig 
entweder 

2i2^4j4^ oder 2,224a4s oder 2g234i42 oder 252^4^4^, 
und die vierte Tetraederebene ist dann vollständig bestimmt, 
nämlich: 

2^2i4:^4:g oder 2^2^41 4^ oder 2,2^4^4^ oder 2^2^4,43, 
die ebenfalls der Gruppe (ß) angehören; diese acht Ebenen 
gruppieren sieh also paarweise als dritte und vierte Tetraeder- 
ebene, aus (B) entnommen. Da wir also nur vier verschie- 
dene Tetraeder erhalten, so giebt es im ganzen 12 . 4 == 48 
Tetraeder der verlangten Art, deren vier Seitenflächen sämt- 
lich aus der Gruppe (ß) zu entnehmen sind. 

4. Sollen zur Bildung eines Tetraeders sämtliche vier 
Seitenflächen aus der Gruppe (C) entnommen werden, so 
muß jedenfalls in einer Tetraeder ebene der Punkt l^ vor- 
kommen; solcher Ebenen giebt es aber in der Gruppe (C) 
sechszehn, und es ist klar, daß dasselbe, was für eine dieser 
16 Ebenen gilt, auch für jede andere derselben gelten muß; 
denn wir haben aus einer alle übrigen 63 auf unzwei- 
deutige Weise abgeleitet; die Wahl der ersten aus den 64 
Ebenen war aber willkürlich;, ist dieselbe einmal festgelegt, 
so sind alle Übrigen dadurch mitbestimmt, und wenn wir 
aus diesen jetzt eine andere als erste wählen, so muß die- 
selbe Gruppe (C) erhalten werden. Wir brauchen daher nur 
eine beliebige von den 16 Ebenen aus der Gruppe (C), welche 
1^ enthalten, herauszunehmen und mit ihr die Tetraeder 
der verlangten Art zu bilden, dann können wir überzeugt 
sein, daß eine gleiche Anzahl Tetraeder sich auch mit jeder 
der übrigen 15 Ebenen als erster Tetraederebeue wird bilden 
lassen. Haben wir die Anzahl der Tetraeder für eine jener 
16 Ebenen ermittelt, so liefert also das Sechsaehnfache der- 
selben die Anzahl sämtlicher zu bildenden Tetraeder von 
der verlangten Art. 

Nehmen wir als erste Tetraeder ebene 
Ii2i3,4i, 
so muß eine zweite Tetraeder ebene jedenfalls den Punkt 1^ 



y Google 



§ 13. Tetraeder, deren Seitenflächen sämtliche etc. 95 

enthalten; solcher Ebenen ans der Gruppe (C), die keinen 
der früheren Punkte enthalten, können aber nur folgende 
sieben genommen werden: 

1) 1^2^%4^ 

2) U2^S,i^ 

3) laSsSgig 

4) 1^23334, 

5) 1.3233^4^ 

6) lg 2^3^44 

7) laS^S^ia- 

Nehmen wir jetzt der Reihe nach als zweite Tetraeder- 
ebene eine dieser sieben Ebenen, so wird als dritte Tetra- 
ederebene, die notwendig 1^ enthalten muß, in jedem der 
sieben Fälle nur folgende genommen werden können: 
ad 1) 13238343, dann ist die vierte bestimmt 

14248^44 und gehört auch der Gruppe (C) an, 

oder 152^3344, dann ist die vierte 

I4 2^ 3^ 4j und gehört auch der Gruppe (C) an, 

oder 13233^44, dann ist die vierte 

I4 2i3g43 und gehört auch der Gruppe (C) an, 

oder 13248^43, dann ist die vierte 

I4 23 83 4^ und gehört auch der Gruppe (C) au, 
es giebt also vier Tetraeder der verlangten Art; 
ad 2) 132382 4a, dann ist die vierte 

1*243444 und gehört auch der Gruppe (0) an, 
oder 13238^44, dann ist die vierte 

1*24 3^42 und gehört auch der Gruppe (C) an, 
es giebt also nur zwei Tetraeder der verlangten Art; 

ad 3) l3 2a33 4ä, dann ist die vierte 

11248444 und gehört auch der Gruppe (C) an, 
oder 13248344, dann ist die vierte 

li'2^3^4^ und gehört auch der Gruppe (C) an, 
ea giebt also auch nur zwei Tetraeder der verlangten Art; 
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ad 4) I3 223343, dann ist die vierte 

14243^44 und gehört auch der Gruppe (0) an, 
oder 1324344g, dann ist die vierte 

14228244 und gehört auch der Gruppe (C) an, 
es giebt also nur zwei Tetraeder der verlangten Art; 
ad 5) Ig2ä3a4j, dann ist die vierte 

14248242 und gehört auch der Gruppe (C) an, 
oder Ij 2^32 43, dann ist die vierte 

1 4 24 3^43 und gehört auch der Gruppe (C) an, 
es giebt also nur zwei Tetraeder ^er verlaugten Art; 
ad 6) 1^2j^5gi^, dann ist die vierte 

1422^4'^ii ^i^'i gehört auch der Gruppe (G) an, 
oder 1^223342, dann ist die vierte 

I4 2n 84 4ä und gehört auch der Gruppe (G) an, 
es giebt also nur zwei Tetraeder der verlangten Art; 
ad 7) I3 2a 3^43, dann ist die vierte 

14233^44 und gehört auch der Gruppe (G) an, 
oder 13238343, dann ist die vierte 

142^3^44 und gehört auch der Gruppe (C) an, 
es giebt also nur zwei Tetraeder der verlangten Art. 

Fassen wir jetzt alle sieben Fälle zusammen, so haben 
wir im ganzen 16 Tetraeder der verlangten Art, die sich 
bilden lassen, sobald die erste Tetraiiderebeiie aus denjenigen 
16 Ebenen der Gruppe (C) entnommen ist, welche Ij ent- 
halten; nach der vorhergehenden Bemerkung giebt es also 
im ganzen 16 . 16 = 256 Tetraeder der verlangten Art, hei 
denen sämtliche vier Seitenflächen aus der Gruppe (C) ent- 
nommen sind. 

5. Es bleiben jetzt noch solche Tetraeder zu bilden übrig, 
deren Seitenflächen teils aus der Gruppe (£) und teils aus 
der Gruppe (C) entnommen werden. Wollten wir nur eine 
Tetraeder ebene aus der Gruppe (B) entnehmen, so müßten 
die drei öhrigen der Gruppe (G) angehören; wenn dies aber 
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der Fall ist, so gehört, wie wir in 4. gesehen hahoii, auch 
die vierte Tetraederebeue der Gruppe (C) an, also ist die 
erste Annahme unmögUch; nehmen wir dagegen aus der 
Gruppe (G) nur eine Tetraeder ebene, so mOßten die drei 
übrigen der Gruppe (B) angehören; wenn dies aber der Fall 
ist, so gehört auch die vierte Tetraederebene der Gruppe {B) 
an, wie wir in 3. gesehen haben; also ist auch diese An- 
nahme nicht möglich. Es bleibt nur übrig, aur Bildung des 
Tetraeders zwei Ebenen aus der Gruppe (B) und die beiden 
ftbrigen aus der Gruppe (G) zu entnehmen. 

Wenn wir von dem zu bildenden Tetraeder eine Ebene 
beliebig aus der Gruppe (B) herausnehmen, z. B, 

so kann fflr die zweite Ebene nur eine Ebene aus der Gruppe 
(JS) entnommen werden, die den Charakter hat 

H344, 
wo die IndicüH noch gomiiß der Tabelle (^ß) veracliiedeii ge- 
wählt werden können; denn enthielte die zweite Tetraeder- 
ebene die ergänzenden beiden Punkte 1^ 1^ oder die ergän- 
zenden beiden Punkte 2^ 2^ , so würde es unmöglich sein, die 
beiden übrigen Tetrüüderebenen aus der Gruppe (0) zu ent- 
nehmen, weil entweder alle Ij (i = 1, 2, 3, 4) oder alle 2, 
(* = 1, 2, 3, 4) bereits erschöpft wären, und kein Punkt zwei- 
mal in den Tetraederebenen auftreten darf. 

Betrachten wir nun die vollständige Grup].ie (B), so er- 
kennen wir, daß in ihr 

8 Ebenen des Charakters 1 1 2 2j 
;)3 4 4) 



I 1331 
2244) 

II 4 4|^ 



vorkommen, wobei die Indices noch weggelassen sind, und 
die 8 . G =i 48 Ebenen erschöpfen die ganze Gruppe {B); 
sie paaren sich zum Zweck des zu bildenden Tetraeders, von 
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dem die beiden ersten .Ebenen der Gruppe (B) entnommen 
werden sollen, auf folgende vier Arten: 

1 1991 1 1331 1 1441 

3 3 441 2 2 44} 2 2 33] 
oder 

22111 22331 22441 
3344} 1 144I 1 J 331 

oder 

33111 33221 33441 
2244) 1 144i 1122! 

oder 

441 11 44221 44331 

22331 1133) 11 29r 
Es ist gleichgültig, welche dieser vier Arten wie wählen, 
es ergeben sich immer dieselben Ebenenpaare aus der Gruppe 
(J5), die überhaupt zusammentreten können für das zii bil- 
dende Tetraeder, und zwar der Anzahl nach 24, da in der 
Gruppe (S), wie wir sehen, 24 Ebenen vorkommen, welche 
je zwei Punkte 1 1 oder 2 2 oder 3 3 oder 4 4 enthalten. 

Was für eines dieser 24 Paare gilt, die aus der Gruppe 
{B) entnommen werden können zur Bildung eines Tetraeders 
der verlangten Art, gilt auch für jedes solches Paar; haben 
wir also die Anzahl der zu bildenden Tetraeder für eines 
dieser 24 Paare ermittelt, so liefert das Vierundzwanzigfacho 
dieser Anzahl diejenige sämthcher Tetraeder der verlangten Art. 
Nehmen wir nun als erste Tetraeder ebene eine belie- 
bige der 24 Ebenen, welche 1 1 enthalten, heraus, z. B. 

li I3 2i 2„ 
so kann als zweite Tetraedecebene (von dem Charakter 3 3 44) 
noch jede der folgenden acht gewählt werden: 

1) 3,3s4i4i 2) 3i 3g 4^43 3) 3, 3^41 4^ 4)3^3^4343 

0)3,344,43 6) 3a 3s 4, 43 7)3,34 4^44 8)3,334344. 

In jedem dieser acht Fälle, in welchem nun die beiden 

ersten Tetraederebenen aus der Gruppe (B) entnommen sind, 

lassen sich die beiden übrigen Tetraeder ebenen noch auf 

zwei Arten aus der Gruppe (C) hinzufügen, nämlich 
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